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译者序 


这本书是罗素的数理哲学的一本通俗著作。它是罗素继1903 
年问世的《数学原则》和 1910-1913 年出版的三大卷皇皇巨著《数 
学原理》之后所写的一本书。由于前二者分量太大，内容艰深，一般 
人，甚至专门从事数学原理探讨的人，难以通读，于是罗素写了这 
本书。在这本书中罗素以他的明白晓畅的笔法陈述了数学原理研 
究中确定的科学结果。所谓的数学原理研究中确定的科学结果特 
别包括数理逻辑方面的结果。罗素认为，数理逻辑作为一种方法， 
有助于传统的哲学问题，特别是数理哲学问题的解决，在这本书中 
他将数理逻辑的主要结果以一种既不需要数学知识，也不需要运 
用数学符号能力的形式陈述出来。在这本书中罗素还清楚明确地 
陈述了他的数理哲学观点。这就是人们通常称做的逻辑主义。谈 
到罗素的数理哲学或者逻辑主义，经常为人们所征引的就是这本 
书的一些章节。 

在本书中罗素以数学的算术化作为起点。所谓的数学的算术 
化，就是用自然数定义数学中的其它槪念，由自然数的性质导出 
数学中的所有命题。在肯定数学能归约到自然数的理论后，下一步 
应该是将自然数的理论再行归约，归约到最小一组概念和前提。这 
个工作由皮亚诺 （ Peano ) 所完成。皮亚诺将全部自然数的理论归 
约到三个槪念数与后继一一即在自然数次序中一数的次 一数， 
以及五个基本命题或称公理。然而，一方面皮亚诺的公理不能保 
证确有适合这些公理的数存在，另一方面皮亚诺的三个基本槪念 
又容许无数不同的解释。究竟什么是数，它是否也能 定义？ 弗芮格 




( Frege ) 致力于解答这个问题。他成功地用逻辑上更基本、更简单 
的 槪念，甚至可以说纯逻辑的槪念定义数。所谓数就是某一个类 
的数 C 项数或基数），而一个类的数就是所有和这个类有 一一 对应 
关系的类的类。然后用一个类的数来定义0与后继，进而定义自 
然数。不仅皮亚诺的三个基本概念都可以定义，皮亚诺的五个基 
本命题，其中包括数学归纳法，也都可以由以上的定义推导出来。 
在自然数中，1是0 的 后继，2是1 的 后继，如此等等。自然数形 
成一个有一定次序的序列。在自然数序列的基础上，罗素逐步地 
引出有理数、实数和复数。在弗芮格之外，康托 ( Cantor ) 从不同的 
出发点独自一人建立了完整的无穷基数与无穷序数的理论。罗素 
在本书中把弗芮格的数的槪念和康托的理论结合起来介绍。他还 
介绍了康托的一般的序列的极限和序列的连续性的定义。由于髙 
等数学中几乎每一件东西都依赖于极限槪念，极限槪念可以说是 
整个髙等数学的基础。为了给数学提供足够的基础，我们还需要一 
些公理，如选择公理，罗素称之为乘法公理。数学家一直使用乘法 
公理，然而只是崔梅罗 （ Zermelo ) 才第一次使公理有一个清晰明白 
的形式。没有这个公理，数学中的许多命题就不能证明。罗素在本 
书中讨论了公理的几个等价形式和公理在无穷基数即自反数（和 
自己的真子类有一一对应关系的数）证明中的作用。近年来关于 
选择公理的研究有了很大的进展，但是罗素的讨论仍然有效。为 
了建立超穷数的理论和实数理论，我们需要整数和分数的无穷类 
或无穷集合、无穷序列。我们需要假定有无穷多个个体存在的无 
穷公理。在讨论到个体，个体的类，类的类等等时，我们会很自然 
地想到把这一切包含在一起的一个最大的类。但是如果假定有一 
个包含一切的最大类，我们会遇到矛盾，这就是罗素发现的有名的 
悍论。究竟类是什么，在构造类的过程中应该有些什么 限制？ 这 
是数理哲学或者说数学基础的根丰问題，本书就以此为终结。 



以上列举的属于数学原理研究中确定的科学结果。当然，其 
中有的定义，如有理数、实数的定义，由于受罗素的类型论的影晌， 
显得不必要的复杂，如根据他的定义，分数 《/1 不等于整数〃，今天 
已不再釆用这些定义，另有新的定义。同时也应该指出，我们在上 
面没有列举的，但是为了得出以上结果所必需的数理逻辑方面的 
理论，如关系的逻辑理论，其内容也是科学的。书中的演绎理论部 
分虽然从今天看有不够严格之处，譬如说，未能明确地区分公理、 
前提与推演规则，但基本上也是正确的。另外，罗素在本书中有许 
多言论，如最易把握的槪念是既不过于复杂也不十分简单的概念， 
在数学中重要的不是我们所研究的东西的内在性质，而是它们相 
互之间的关系的逻辑性质等，很富启发性。 

所有这些都是我们能从本书获益的。 

本书也有错误，其为错误已是公论，这就是罗素的逻辑 主义： 
把数学等同于逻辑，或者说数学是逻辑的延伸。其所以是错误，从 
乘法公理和无穷公理的性质就可以看出。我们已经指出，许多数 
学命题的证明和一些数学概念的定义需要这两个公理。尽管这两 
个公理可以只用逻辑槪念来陈述，可是我们决不能说乘法公理和 
其它的逻辑命题，如 P 与非 P 不能同真等一样，可以只从逻辑判定 
其真假。至于断定有无穷多个个体存在的无穷公理，更明显地不 
具有逻辑的性质，其根据只能是物理学。仅仅从以上所说就知道， 
数学不是逻辑的延伸，不能归约为逻辑。 

除了逻辑主义以外，罗素把类看成是逻辑的虚构，因此数也是 
逻辑的虚构，这样的观点显然也是错误的。如果说抽象的 、一 般的 
东西不同于具体的、个别的东西，是我们的感觉知觉所不能得到 
的，无疑是对的。但是说，抽象的一般的东西，如类或集合是人们 
思维的虚构，或者说符号的虛构，应该用奧卡姆 ( Occam ) 的制刀刹 
掉，这种唯名论的思想是不了解个别和一般的辩证关系，不了解 



“任何个别（不论怎样）都是一般。任何一般都是个别的(一部分， 
或一方面，或本质）。”(列 宁： 《谈谈辩证法问题》)并且，在罗素主 
张用命题函项来消去类时，他没有想到命题函项所表示的性质、关 
系和类一样，也是抽象的、一般的。 

为了避免悖论，罗素提出了类型论以及还原公理，但是他自己 
承认，这个理论还不确定，还是混乱的和模糊的。从今天从事数学 
基础研究的学者来看，也是如此。因之在这里我们也就不必 
多说 。 

以上各点这里不及深入分析，略述所见，希望引起读者进一步 
思考 o 
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这本书原本是想作为一个“导论”，而不是想对它所处理的问 V 
题作一个详尽的讨论。有些结果直到现在为止只是对于精通逻辑 
符号的人才可以应用，但是将它们用一种给初学者最少困难的方 
式陈述出来，这一点似乎还是可望作到的。关于那些仍然受到严 
重怀疑的问题，我们已经作了最大的努力以避免武断，在某种程度 
上这种努力支配了我们所要讨论的题目的选择。数理逻辑的初始 
部分比起它稍后的部分来没有那样明确地为人知道，但是这些部 
分至少和后面的部分具有同样的哲学兴趣。在以下诸章中所陈述 
的许多东西称之为“哲学”是不适当的，尽管它们所涉及的问题包 
含在哲学中如此之久，以致关于它们还不曾有令人满意的科学存 
在。例如，无穷与连续的性质就是这样，在早日它们属于哲学，现 
在却归在数学中。在这个领域中所获得的许多确定的科学结果在 
严格的意义上或许不能认为是包含在数理哲学中。在知识的边境 
上有一些问题，关于这些问题至今还不曾得到比较确定的结论，人 
们很自然地期望数理哲学来处理这些问题。可是，除非我们认识 
了数学原理中比较科学的部分，对于这些问题的探讨很可能难获 
结果。所以一本讨论这些部分的书可以自称是一本数理哲学导 
论，虽则，除非它越出了它的范围，它很难声称它所处理的是哲 
学的一部分。就某些接触到本书的人看来，它所处理的一部分 W 
知识似乎取消了许多传统哲学，甚至于很大一部分流行于今日的 
哲学。然而也就是这种情形以及它与尚未解决的问题的关联，数 
理逻辑与哲学有关。因为这个原因和题目固有的重要性，将数理 



逻辑的主要结果在一种既不需要数学知识，也不需要运用数学符 

号的能力的形式中简单地叙述出来，或许有用。虽然在这里和别处 

一样，从进一步研究的观点看，方法比结果更®要，但是这种方法 

在下面这么一本书的框架中不能很好地加以说明。 希望一 些读者 

能感到足够的兴趣，继续方法的研究，正是由于方法，数理逻辑可 

以有助于传统哲学问题的探讨，但是这个题目我们在下面不打算 
讨论。 


B . 罗素 



着重分别数理哲学与数学之哲学、认为这本书在现在的丛书* Vii 
中没有地位的人们可以参看作者自己在序言中关于这一点的声 
明。作者在那里提议 :对哲 学的领域作一番调整，将类、连续、无穷 
这样一些问题从哲学中转移到数学中，以便看出下面的定义和讨 
论对于“传统哲学”的 关系， 这个提议不必大家都赞同。但是即便 
哲学家们不能同意将这些范畴的评论贬低到任何特殊的科学中， 

无论如何，有一点很重要，就是，这些概念在数学中占据了极其重 
要的地位，哲学家们应该知道数学科学所赋与它们的精确意义。在 
另一方面，如果有些数学家觉得这些定义和讨论似乎是一种简单 
事物的雕琢和小题大做，我们最好从哲学那面提醒他们，这里和别 
处没有两样，表面的单纯可以隐藏复杂。不论对于哲学家还是数 
学家，或者如本书的作者那样一身二任的人，这种复杂问题的解决 
是他们的任务。 


本书原来收在 J_ H_ Nluirhead 所編的哲学丛书中。——译者 




第一章自然数串 


数学这门学问当我们从它的最熟悉的部分开始时，可以沿着 
两个相反的方向进行。比较熟悉的方向是构造的，趋向于渐增的 
复杂 ，如: 从整数到分数，实数，复数;从加法和乘法到微分与积分， 
以至更高等的数学。至于另一方向对于我们比较生疏，它是由分 
析我们所肯定的基本概念和命题，而进入愈来愈髙的抽象和逻辑 
的单纯;取这种方向，我们不问从我们开始所肯定的东西能定义或 
推演出什么，却追问我们的出发点能从什么更普遍的概念与原理 
定义或推演出来。研究进行的方向不同是数理哲学的特点，就是 
这个特点使数理哲学与普通数学大异其趣。但是我们必须了解这 
区别不在主题内容，而在研究者的思想状况。早期希腊几何学家 
从埃及人陆地测量的经验规则，得到了能证明这些规则的普遍命 
题，并且由这些普遍命题达到欧几里得的公理与公设，按照上面的 
解释，他们确是从事于数理哲学；但如我们在欧几里得几何中所 
见，一旦达到公理与公设，它们的演绎的运用却属于普通意义的数2 
学。总之，数学与数理哲学之间的区分取决于激发研究的兴趣上， 
和研究所达到的阶段上;而不在研究所涉及的命题。 

这个区别我们还可以另一种方式叙述。在数学中最明显易知 
的概念，从逻辑上来说，并不是初始的概念;从逻辑演绎的观点看， 
它们是出现在中途某处的概念。就如最易见的物体是那些既不甚 
远，也不很近，既不过大，也不太小的物体；同样，最易把握领会的 
概念是那些既不过于复杂，也不十分简单(我们用逻辑意义上所谓 
的“简单”）的概念。并且正如我们需要两种工具，望远镜和显微 
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镜，以扩大我们的视力 一样; 我们需要两种工具以扩张我们的逻辑 
能力: 一个能引导我们进到髙等 数学; 一个能带领我们追溯我们在 
数学中所习用、假定的槪念和命题的逻辑基础 。 由于分析我们的 
普通的数学概念，追究它们的逻辑基础，我们将发现我们获得了新 
的见识，新的能力，并且由于在这番探讨后，采取新的前进路线，我 
们可以获得一种方法以达到完全崭新的数学题材。 

本书的目的是简单地、不用专门技巧地解释数理哲学，凡初步 
讨论所难解说的、不确定的或困难的部分，不予涉及。欲求详尽的 
研讨，可见《数学原理 》 (《Principia Mathematica 》) 一书①。本书的 

讨论只想作为一个引论。 

对于今日受过初等教育的人，数学最明显的出发点就是整 
数串， 

1，2, 3, 4…等等。 

3 或许只有稍具数学知识的人才会 想到： 整数是从0而不是从1开 

始的，但是这一点知识程度我们是要假定的，我们要以如下的 
数串： 

0，1，2, 3，…，《，/; +1，… 

作为我们的出发点。此后当我们谈到“自然数串”时，我们所指的 
就是这一串数。 

仅仅在文明的高级阶段上，我们方能以这一串数作为我们的 
起点。发现一对鸡、两昼夜都是数2的实例，一定需要很多年代， 
其中所包含的抽象程度确实不易达到。至于1是一个数的发现， 
也必定很困难。说到0,这更是晚近加入的，希腊人和罗马人没有 
这个数字。假使我们曾经从事于早期的数理哲学的研究，我们必 
得从比自然数串不那么抽象的东西入手，而以自然数串作为在我 

① Cambridge University Press , vol. i, t 1910 ； vol. ii. ， 1911; vol_ iii .， 
1913, Whitehead and Russell 著。 
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们追溯的探讨中所达到的一个阶段。反之，当我们对数学的逻辑 
基础逐渐熟悉时，我们可以追溯到比现在所达到的更远的地方，那 
时我们的出发点将是在分析中比自然数还较后的一个阶段。但是 
在目前，自然数似乎代表数学中最易知、最熟悉的东西。 

我们对于自然数虽是熟悉，却并没有了解。什么是“数”，什么 
是“0”，什么是“1”，很少人严格解释过，更不用说下定义。不难看 
出，任何0以外的自然数能够从0开始，由重复地加1得到，但是 
何谓“加1 ”，何谓“重复地”，它们的意义是什么，我们必须加以定 
义。这些问题可并不容易解决。直到最近，人们都相信算术的基 
本概念中至少有一些由于过于简单和基本而不能定义。因为所有 
被定义的概念是借助于其它槪念来定义的，显然，为了有一个作定 
义的起点，人类知识必须接受一些易明的，没有定义的概念，以此 
为满足。至于是否必须有不能定义的概念，这一点还不清楚 :可能 4 
在作定义时，我们由一个定义追溯到在前的一个定义，一直下去， 
无论我们后退多远，我们总还可以走得更远。另一方面也可能当 
分析进行得够远时，我们能够达到一些概念，它们实在是简单，因 
此在逻辑上不容下一种分析的定义。这个问题我们不必解决 •，为 
了我们的目的，只须注意，由于人类能力有限，我们所知道的定义 
必须从某些槪念开始，这些概念虽则或许不是永远不能定义，但在 
当前还不曾定义。 

所有传统的纯粹数学，包括解析几何在内，全可以看作是有关 
自然数的命题所组成。这也就是说，其中的概念可以用自然数来 
定义，其中的命题可以从自然数的性质推演得出。 一一 当然，在每 
种情形下，还得加上一些纯逻辑的概念和命题。 

很早以前就有人猜测，所有传统的纯粹数学或许都能从自然 
数推导出来，但是这一点的真正发现，却是非常近的事。从前，毕 
达哥拉斯相信，不仅数学，就是其它各种事理都能从数演绎出来， 
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在把数学“算术化”时，他发现一个极严重的困难，那就是不可通约 
量，特别是正方形的边与对角线不可通约性的存在。如果正方彩 
边长一寸，那么对角线的寸数是2的平方根，可是这似乎根本不是 
一 个数。这样引起来的问题只是在我们的时代才被解决，并且只 
是借助于把算术归约到逻辑才得以完全解决，这一点我们将在以 
下诸章中阐明。至于现在，我们姑且承认数学的算术化。虽然这 
是一个非常重要的功绩，但是我们不拟详论。 

在把所有传统的纯粹数学 ©约 到自然数的理论后，逻辑分析 

中的下一步骤是将这理论本身归约到最小一组前提和未定义的概 

念，而这理论即从它们演绎出来。这件工作为皮亚诺 ( Peano ) 所完 

成。他 证明： 除加上一些纯逻辑的概念和命题外，整个自然数的理 

论能够从三个基本概念和五个基本命题演绎得出。这三个槪念和 

五个命题因而似乎可以代替全部传统的纯粹数学，假使它们能由 

其它的概念和命题来定义或证明，全部纯粹数学也能。如果我们 

可以用重量这个词，那么它们的逻辑“重量”等于从自然数的理论 

演绎出来的整个科学 系列； 所以假若引用的纯粹逻辑工具没有懲 

误，那么如果五个基本命题的真实性得到保证，整个系列的真实性 

也得以肯定。对数学进行分析的工作由于皮亚诺的研究而大获 
便利。 

皮亚诺算术中的三个基本概 念是： . 

0,数，后继。 

他以“后继” （ successor ) 指在自然次序中一数的次一数。也就是 
说，0的后继是1，1的后继是2，如此类推。至于他所谓“数”乃 
是指所有自然数所构成的类 ( class ) ①。 他没有假定我们知道这类 
中所有的分子，仅假定当我们说这个或那个是一个数时，我们知道 

①在本京中我们用 “数” 这个字限于这种意义（按， 即 指包括 0 在内的自然数全 
体——译者），以后我们将在更一般的意义上使用这个字。 




我们何所指，正如我们不知道所有的个别的人，而当我们说“琼斯 
是一个人”时，我们知道我们何所指一样。 

皮亚诺所肯定的五个基本命 题是： 

(1) 0是一个数。 

( 2 ) 任何数的后继是一个数。 

(3) 没有两个数有相同的后继。 

(4) 0不是任何数的后继。 

(5) 任何性质，如果0有此 性质; 又如果任一数有此性质，它 
的后继必定也有此 性质; 那么所有的数都有此性质。 

五个基本命题中的最后一个是数学归纳法原则。关于数学归纳 
法，以下将详细 论述； 现在我们提到它，只是因为它出现在皮亚诺 
的算术分析中。 

我们且略加考虑从这三个概念和五个命题如何得出关干自然 
数的理论。首先，我们定义1为“0的后继”、2为“1的后继”，如 
是继续下去。显然，我们可以用这些定义达到我们想要得到的任 
何的数，因为，由于(2)，我们所达到的每一个数有一个后继，并且， 
由于(3)，这个数不可能是任何已经定义的数，因如不然，两个不同 
的数会有相同的后继;又因为(4)，在这一串后继中，没有一个我们 
所得到的数会是0。从而一串后继给与我们一串连续无尽的新数。 
由于( 5 )，所有的数都属于这一串数中，这一串数就是从0开始，由 
一 个继续一个的后继所构成；这点其实应该分为两点来 说明： 因为 
我们知道， （ a ) 0属于这一串数，又 ( b ) 假如一数属于这一串数， 
它的后继也是如此，依据数学归纳法，每个数都属于这一串数。 

如果我们希望定义两数之和，那么取任一数 m ， 我们定义 
m + 0 为 m，m + («+ l ) 为出+ «的后继。由于（ 5 )，不论《为何 

数，这就是 m 与"之和的定义。同样，我们能够定义任何两数之 
积。读者可以很容易地使自己确信，任何普通的初等算术命题都 



能为这五个前提所证明，如有任何困难，可参看皮亚诺书中的 
证明。 

现在我们要越过皮亚诺的研究而进入弗芮格 ( Frege ) 的探讨， 
7 这是件必然的事，我们且思考其所以为必然的理由。我们已知皮 
亚诺将数学“算术化”做到最后完善的地步，弗芮格则第一个成功 
地将数学“逻辑化”。他的前辈们证明了一些算术概念对于数学是 
充分的，他再将这些算术概念归约到逻辑。本章中我们不预备实 
际陈述弗芮格的数和个别的数的定义，但是我们将说出一些理由， 
为什么皮亚诺的研究不如它看起来那样的根本，或者简单地说，不 
够彻底，以致还要有人作进一步的研究。 

第一，皮亚诺的三个基本概念"一就是“0”，“数”和“后继” 
-—能容许无数不同的解释，所有这些解释都能满足那五个基本 
命题。下面我们列举几个例子。 

(1) 令“0”指100,而“数”指自然数串中100以上的数。依这 

种解释，所有我们的基本命题，即使是第四个，都可满足。因 为:虽 
则100是99的后继，然而99却不是一个我们当前所谓的“数”。显 
然，任何其它的数都可以代替这个例子中的100。 

(2) 使“0”具通常的意义，而令“数”指我们通常所谓的“偶数” 

并且令一数的“后继”指由这数加2所得的数。于是“1”将为数二 

所代替，“2”将为数四所代替，如此等等。“数”串现在成为 

0，2，4，6，8， ••• 

所有皮亚诺的五个前提仍可满足。 

(3) 令“0”指数一，“数”指如下的集合 


? 2 ? 4 ? 8 ? 16 

而所谓一个数的“后继”所指的就是一个数的“一半”。对于这样的 
一串数，所有皮亚诺的五个公理仍真。 
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很明显，这样的例子可能有无穷多。事实上，给定任一串 

X 0 ，^1 J Xs y •••, x n> ••• 

只要它是无尽的，不包含重复，有一个首项，并且没有一项不能从8 
首项通过有穷的步骤达到，那么我们就有一个项的集合适合皮亚 
诺的公理。这一点的形式证明虽然稍长，却很容易了解。我们可 
令 “0” 指，“数”指项的整个集合，并 且使知 的“后继”指 x 7l+1 。 
那么 

(1) “0是一个数”，就是说 ，々是 这个集合的分子。 

(2) “任何数的后继是一个数” ，即： 在这个集合中任取一项 
x -， 〜 +1 也属于这个集合，也是这个集合的一分子。 

(3) “没有两个数有相同的后继”，即，如果与知是这个集 
合中两个不同的分子，则 ^ m -4- .1 与 心 +1 不同； 这个结果是 
从在这个集合中没有重复这个假设得出的。 

( 4 ) “0不是任何数的后继” ，即： 在这个集合中没有一项在 
A 的前面。 

(5) 至于皮亚诺的第五公理现在 成为： 任何性质，如果有 
此性质，又如果知有此性质， 知 +1 必定也有，那么所有 
的 x 都有这性质。 

这些性质一个一个与数的性质相对应。 

如象以下形式的一串 

久0，夂1，久2 ， y …, Xrt ， … 

在其中有一个首项，每一项有一个后继(因此没有末项），没有重 
复，而且每一项可以由出发点在一有穷的步骤内达到，这样的一串 
叫做一个序级 （ progression ；^ 序级在数学原理中具有非 常的® 要 

性。如我们适才所见，每一个序级都适合皮亚诺的五个公理。相 
反，也可证明：凡适合皮亚诺公理的每一个串都是一个序级。因此 
这五个公理可用来定义序级 的类: 所谓“序级”就是“那些适合这五 
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个公理的串”。任何序级都可以作为纯粹数学的 基础: 我们可以称 
呼它的首项为“0”，项的整个集合为“数”，序级中一项的次一项为 
9 此项的“后继”，这样的序级不必是数组成的，它可由空间的点，时 
间的瞬间或者任何取之不尽的项所组成。每个不同的序级导致传 
统的纯粹数学所有命题的不同 解释； 所有这些可能的解释同 
样真。 

在皮亚诺的系统中，关于他的基本概念的这些不同解释，我们 
无以区别。它假定了我们已经知道“0”的意义，而不会假定这个符 
号指100,或者克利奥佩特拉的方尖碑(埃及古代两个方尖碑之 
一 ，今在伦敦 一一 译者），或者任何它可能指称的东西。 

“0”、“数”与“后继”不能用皮亚诺的五个公理去定义，而必须 
单独地了解，这一点非常重要。我们需要的是，我们的数不仅适合 
数学公式，并且能在恰当的方式中应用于普通的事物。若在一个系 
统中，“1”指100, “2”指101，如此类推，这样的系统对于纯粹数 

学可能完全合适，但是不能适合日常生活。我们有十个手指，两个 
眼睛和一个鼻子，我们需要“0”“数”与“后继”所具有的意义，能给 
我们的手指，眼睛，鼻子适当的定量，适当的数目。关于我们用“1” 
与“ 2 ”等所指的东西的知识，虽说不够明白或清晰，可是我们已经 
具有，我们在算术中数的用法必须符合这种知识。由皮亚诺的方 
法，我们不能保证这种相符的情形，如果我们釆取他的方法，我们 
只能说 :“我 们知道‘0’/数”与‘后继’的意义是什么，然而我们不 
能用别的更简单的概念解释它们”。在必需时这么说是十分合法 
的，并且在 某些地 方我们都必需这么说，就 是:“ 我们知道我们已有 
的概念的意义是什么，然而我们不能用其它更简单的概念来解释 
这种意义”。但是，数理哲学的目的是尽可能将这种说法推后，尽 
可能寻求更简单的概念以解释我们已有的概念。由于算术的逻辑 
理论，我们确实能将这种说法延搁一段很长的时间，确实能追溯到 
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一些更简单的槪念。 

或许有人提出，我们不能定义“0”、“数”与“后继”，也不必假定 
我们知道这些概念的意义，不必令它们与通常的意义相符；反之， 

我们可以让它们代表任何能适合皮亚诺公理的三个概念。如此， 10 
它们将是既未定义，也没有一个确定意义的 概念： 它们将是“变 
项”，是我们对之作某种假设——就是在五个公理中陈述的种种 
——但此外别无规定的概念。如果我们釆取这个计划，我们的定理 
将不再是关于确定的项的集合，所谓“自然数”的定理，而是关于一 
切项的集合的定理，只要这些项的集合具有某种性质。这种方法 
并不荒谬，它提供一种推广，对于某种目的，确有价值。但从两个 
观点看来，这种方法未能为算术奠定一个适当的基础。第一，它不 
能使我们知道是否确有适合皮亚诺公理的项的集合；它甚至没有 
略略提示任何方法，以发现是否有这样的项的集合。第二，如我们 
已经说过的，我们需要我们的数能计数通常的事物，也就是要求我 
们的数不仅具有某种形式的性质，还应该具有一种确定的意义。 
这种确定的意义须以算术的逻辑理论来定义。 



n 


第二章数的定义 


“什么是一 个数? ”这个问题人们常常想到，但只是在我们这个 

B 十代才得到正确的解答。这个解答为弗芮格于一八 八四牟 在他的 
«算术基础》 (Grundlagen der Arithmetik) ①一书中所 给出。 虽然 

这本书十分简短，并不难，并且非常重要，可是它几乎不曾引起注 
意，其中所包含的数的定义事实上也是一向不为人所知，直到一九 
◦一年才为本书作者所发现。 

在试作数的定义时，首先须将我们研究的第一步辨析明白。许 
多哲学家尝试作出数的定义，实际上却去定义为许多事物所形成 
的复合 （ Plurality )， 这是件完全不相干的事。“数”是一切数的特 

性，正如“人”是所有人的特性一样。许多事物所形成的复合并非 
是数的一例，而是某个特殊的数的实例。譬如三个人的一组是数 
3的实例，而数3又是数的一例；但是三人组并不是数的一例。这 
点似乎很浅近，不值一提;然而已经显示出，哲学家中，除了极少数 
的例外，这点对于他们确实是很微妙，不易想到的。 

一个特殊的数和一个含有这个数目的聚合 (collection) 决不相 

12 同:数 3决不同于布朗、琼斯、鲁宾逊组成的三人组。数3是一切 
三个一组所共有的东西，它使它们与别的聚合不同。一个数表示 
出某些聚合，或者明确一点说，含有那个数目的聚合的特性。 

在这里我们要作一个规定，此后我们将不再说一个“聚合”，而 
以一个“类” (class) 或者有时以一个“集合” (set) 来代替。和这些词 

①相同的然而是更充分的解答，更详细的发展，见他的《算术的基本定律》 
(Grundgesetze der Arithmetik ) 一书第一卷，该书一八九三年出版。 
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同义的在数学中还有集 ( aggregate ) 和簇 ( manifold ) 等。关于“类”， 

以后我们将详细讨论，目前我们尽可能地少涉及。但是有几点说 
明必须立即提出。 


一个类或者一个集合可以乍看似乎完全不同的两种方法来定 
义:或 者我们可以列举它的分子，如同我们说“这个集合我指的是 
布朗，琼斯，鲁宾逊”时一样;或者我们可以提出一个特性，如同我 
们说到“人类”或者“伦敦的居民”时的情形一样。列举的定义称为 
“外延”定义，提出一个特性的定义称为“内涵”定义。这两种定义 
中，在逻辑上是内涵定义比较基本。这点可由两点理由来 说明： 
(1) 外延定义常可归约到一个内涵 定义； （2) 内涵定义常不能归约 
到外延定义，即使在理论上，也是不可能的。这两点都需要几句 
解释。 


(1) 布朗，琼斯和鲁宾逊，他们每个人都据有某种性质，这种 
性质是整个宇宙中任何其它东西所没有的，这就是所以为布朗、或 
者琼斯或者鲁宾逊的性质。这个性质可以作为由布朗、琼斯和鲁 
宾逊所组成的类的一个内涵定义。考虑是布朗，或者 x 是琼 
斯，或者％是鲁宾逊”这样一个式子，它只对于三个 x 是真的，即只 
对于布朗、琼斯和鲁宾逊三个人是真的。在这一方面它象一个有 
三个根的一个三次方程式。它指出一种性质，这种性质为这三个人 
所组成的类的分子所共有，并且只属于这些分子，而不属于其它。13 
任何外延确定的类显然可以同样处理。 

(2) 显而易见，事实上关于一个类我们常常能够知道得很多， 

却不能列举它的分子。没有一个人能够实际地列举尽所有的人， 
甚或只是所有的伦敦居民，然而关于这两类我们仍然知道得很多。 
这足以 表明： 外延定义对于我们关于一个类的知识不是必要的。 
并且就无穷类而论，我们发现，对于仅仅生活在一个有穷时间内的 
生命，就是在理论上，列举也是不可能的。我们不能列举所有的自 


17 




然数，我们说自然数是0, 1，2, 3，等等，到了某个时候我们必须 1 

满足于“等等”。我们不能列举一切分数，一切无理数，或者任何其 

它的无穷集合。因此我们关于所有这些集合的知识，只能从一个 ^ 

内涵定义得到。 1 

当我们试作数的定义时，以上两点说明对于三方面都有关系。 

第一，数本身形成一个无穷集合，所以不能由列举来定义。第二， 

有给定的项数的集合本身可能也形成一个无穷的集合。例如我们 
推测在这个世界上有无穷多的三个一组，也就是说，所有的 三个一 
组又形成一个无穷的集合，如若不然，世界上事物的总数将是有穷 
的，这虽可能，事实上似乎未必如此。第三，我们希望有一种定义 
数的方法，使无穷数也成为可能，要这样，我们就必须能够说出一 
个无穷集合的项数，而这样一个集合必须由内涵来定义，或者说， 

由一个性质来定义，这性质是它的所有分子所共有的，并且只为这 
些分子所共有。 

有些时候，为了某些目的，一个类和一个定义它的特性事实上 
可以互相替换。可是二者之间仍然有很大的 区别： 只有一个类有 
给定的一组分子，或者说，给定的一组份子只能组成一 个类； 但是 
I 4 相反地， 一 给定的类常可由许多不同的特性来定义。如人可以定 
义为无毛的两足动物，或者，有理性的动物，或者定义为具有斯威 
夫特所描写的亚胡的那些特性者。 〔按: 亚胡 ( Yahoo ) 为英国小说 
家斯威夫特 ( Swift ) 所著《格列佛游记》中具有人的形状与恶习的 

兽-译者〕。唯其因为作定义的特性决不是唯一的，才使类成为 

有用；否则我们会满足于只为它们的分子所共有的那些性质①。但 
是只要当唯一性无甚关系或不太重要的时候，这些性质中的任何 
一个都可以用来代替类。 

. — * — • — -■- M i 

® 象后面将耍解释的，类可以否成为逻辑的虚构，从定义的特性中构造出来的。 

但是现在姑且承认类是真实的，可以使我们的解释变得简单容易。 
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现在回到数的定义，很明显，数就是将某些集合，即那些有给 
定项数的集合，归在一起的一种方法。我们可以假定所有的对子 
为一起，所有的三个一组为另一起，如此下去。这样我们得到各种 
不同的一起一起集合，每一起由有给定项数的集合所组成。每一 
起是一类，它的分子是集合，也就是类；因此每一起是一个类的类。 
例如，由所有的对子所组成的一起是一个类的类：因为每-个对 
子是一个有两个分子的类，所以所有的对子归在一起是一个拥有 
无穷多个分子的类，其中的每一个分子又是有两个分子的类。 

但是我们如何决定两个集合属于同 一起？ 对于这个问题我们 
会很自然地回答道 :“找 出每一个集合有多少分子，假如它们有同 
样数目的分子，那么就归入同一起”。可是这个答案假定我们已经 
定义了数，并且假定我们知道如何找出一个集合有多少项。对于 
计数的运算我们是太习以为常了，以致这样一个假定很容易地忽 
略过去。事实上，计数虽然熟悉，在逻辑上它却是一个非常复杂的 
运算;并且如把它作为发现一个集合有多少项的方法，只有在这个 
集合是有穷时，才可以使用。然而我们定义数时却不可预先假定 
所有的数都是有穷的;并且因为数是被用于计数中的，在任何情形 
下，我们如利用计数来定义数，就会陷入一个恶性循环。所以，我15 
们需要其它的方法，以决定什么时候两个集合有同样的项数。 

就事实论，发现两个集合是否有相同的项数比定义它们的项 
数是什么在逻辑上简单得多。下面的实例可以表明这一点。如果 
在世界上没有一个地方实行多夫制或多妻制，那么显然在任何时 
刻丈夫的数目刚好等于妻子的数目。我们不需要户口调査来证实 
这一点，也不需要知道丈夫和妻子的准确数目是多少，可是仍可知 
道这两个集合的数目必定相同，因为每一个丈夫有一个妻子，并且 
每一个妻子有一个丈夫。丈夫与妻子的关系是所谓的“一对一”的 
关系。 
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所谓“一对一”的关系， 就是： 如果 X 对^有所说的关系，则没 
有其它的项/对*有这种 关系; 并且 X 对于 J 以外的任何项/也没 
有同样的关系。只满足两个条件中的第一个的关系称为“一对多” 
关系，只满足第二个的关系称为“多对一”关系。在这些定义中并 
未使用数1，这是必须注意的。 

在基督教的国家里，丈夫对妻子的关系是“一对 一”； 在回教国 
家里这种关系是“一对 多”； 在西藏是“多对一' 又父亲对儿子的 
关系是“一对 多”; 儿子对父亲是“多对一”，至于长子和父亲的关系 
则是“一对一”。如《是任一数，《对《+1的关系是一对一；《对 
或的关系也是。当我们仅考虑正数时，„对„ 2 的关系也是 
一 对一; 但如承认负数，这种关系就变为二对一，因为《与^有相 
同的平方数。这些例子应该足够说明一对一，一对多，多对一这三 
种关系的概念。这些关系在数学原理中占据一个重要的位置，不 
仅对于数的定义是如此，在许多别的方面也如此。 

如果有一个一对一的关系，使一类中的每一项与另一类中的 
16 一"项对应，如象婚姻关系使丈夫与妻子对应一 '样， 则称这两类“相 
似” （ similar )。 下面几个辅助定义将帮助我们更准确地把这个定 

义陈述 出来: 我们说，所有与别的东西有某给定关系的各项所形成 
的类叫做这关系的前域 （ domain ): 因此父亲是父子关系的前域， 
丈夫是夫妻关系的前域，妻子是妻子对丈夫的关系的前域，而丈夫 
与妻子一起是婚姻关系的前域。妻子对丈夫的关系是丈夫对妻子 
的关系的逆关系 （ converse )。 同样，小于是大于关系的逆关系，后 

于是先于关系的逆关系，等等。一般地，无论何时^与^之间有某 

a 

种给定的关系，这种关系的逆关系就是^与 X 之间的那种关系。又 
一 个关系的后域 （converse domain) 就是它的逆关系的前域 :所以 

妻子这一类是丈夫对妻子的关系的后域。现在我们陈述相似的定 

b 

义 如下： 
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所谓一类“相似”于另一类，就是在它们之间有一个一对一的 
关系 ，一 类是这关系的前域，另一类是它的后域。 

以下几点是很容易证明的：（1)每一类都相似于它自己， （2) 如 
果一类 a 相似于一类0，那么0相似于心 （3) 假使 a 相似于/3， 
而且3相似于7,那么 a 相似于？。一个关系当它具有这些性质 
中的第一种时，称为是 自反的 （ reflexive )， 具有第二种性质时称为 
对称的 （ symmetrical )， 具有第三种时称为 传递的 （ transitive )。 显 

而易见，一个既是对称的又是传递的关系在它的整个域中必也是 
自反的。具备这些性质的关系是很重要的一种关系，值得注意的 
是: 相似就是这种关系中之一。 

如果两个有穷类相似，它们必有相同的项数，否则，就没有相 
同的项数，这一点对于普通常识是很显然的。计数的动作就是在17 
被数的一类事物与用以数物的自然数(除去0 ) 之间建立一一对应 
的关系。于是普通常识得出结论，在被数的一类事物中所有事物 
的数目与用于计数中直到最后一数所有的那么多的数相等。我们 
又知道，只要我们限制于有穷数，从1到《刚好有《个数。所以假 
定集合是有穷的，则用于数这集合的最后一数就是这集合所有的 
项数。但是这个结果，除去仅适用于有穷集以外，还倚赖和假定这 
一事实，就 是: 相似的二类有相同的项数;因为当我们计数时，譬如 
说有10个事物，我们所做的就是表示这类事物和从1到10的数 
的集合相似。所以在逻辑上相似概念已经被假定在计数的运算中， 
这个概念对于我们虽然没有计数熟悉，从逻辑上来说却是更简单。 

又通常在计数中，必须将被数的事物排成一定的次序，如第一，第 
二，第三等等，但是次序并非数的本质，从逻辑的观点看来，这是不 
相干的附加，不必要的复杂化。相似槪念不要求一个次序 ：例如 ，我 
们已经见到丈夫的数目与妻子的数目相等，然而并不曾在他们 
中间建立一个先后次序。相似概念也不需要限制于一切有穷类。 
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例如，一面取自然数(除去 0)， 一 面取以 1 为分子的分数，很 明显， 
我们能够使2与+，3与 | 相对应，如此类推，因而证明这两个无 
穷类相似。 

我们可以侬以上的方法利用相似概念来决定什么时候两个集 

合属于同一起，这就是我们在本章前面所提出的问题。我们要有 

一 起包含那些没有分子的类，这就是数0。然后一起包含一切只 

有一个分子的类，是为数1。然后一起为所有对子所组成的类，是 

18 为数 2 ，如此继续下去。给定任何集合，我们可以定义它所属的那 

一起为与之“相似”的一切集合所组成的类。显而易见，譬如说，假 

使一个集合有三个分子，一切与之相似的集合所组成的类就是所 

有的三个一组所组成的类。无论一个集合有多少项数，与之“相 

似”的集合必有相同的项数。我们可以用相似作为“有相同项数” 

的 定义。 显然，只要我们限制于有穷集，由这个定义所得的结果与 
惯用的方法一致。 

直到现在我们不曾涉及一丝一毫矛盾。但当我们临到真正地 
定义数时，我们不能避免一种乍见似觉矛盾的印象，可是这种印象 
不久就会消失。我们会很自然地想到，譬如说，对子的类和数2不 
同。关于对子的类我们没有疑问，它是不容置疑的，也不难定义， 
至于数2，却无论如何是个形而上学的东西，关于这样的东西，我 
们决不能感知它的存在，或者说，我们决不能捉摸到它。所以不去 
追求一个成为问题的，总是不可捉摸的数2，而使自己满足于为我 

们所确知的一切对子的类，这种态度是比较审慎的。于是我们确 
立如下的 定义: 

一个类的数是所有与之相似的类的类。 

如此，对子的数即是所有对子的类。事实上，按照我们的定 
义，所有对子的类乃是数2。这个定义不免有点奇怪，但是意义确 
定，无可怀疑，并且凡我们期望于数的一切性质，这样定义的数完 
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全具备，这点也不难证明。 

现在我们可以继续定义一般的 数为： 由于相似关系而集合在 
一起的任一起类。更仔细说 ，一 个数是一个类的集合，其中任何二 
分子，即二个类，彼此相似，并且在这集合以外，没有一个类相似于19 
这个集合以内的任一类。换言之 ，一 个数(一般的)是一个集合，在 
此集合中任一分子所有的项数即是这个数;或者更简 单的： 

所谓数就是某一个类的数。 

这个定义字面上似乎循环，但其实不然。我们定义“一个给定 
的类的数”没有用一般的数的概念•，所以我们可以用“一给定的类 
的数”来定义一般的数而不犯任何逻辑错误。 

这种定义事实上是非常普通的。例如父亲类可以从定义什么 
是一个人的父亲入手，然后父亲类就是所有为人父者。同样，假如 
我们要定义平方数，我们必须首先定义何谓一数是另一数的平方， 

然后定义平方数的类就是所有为另一数的平方者。这种方法非常 
普通，认清它是合法的，甚至常常是必要的，这点很重要。 

如今我们已经给出适合于有穷集的数的定义，剩下的是了解 
它将如何适用于无穷集。但是首先我们必须判定何谓“有穷”与 
“无穷”，这是本章范围内所不能做到的。 
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第三章有穷与数学归纳法 


我们在第一章中已经知道，假使我们知道 “ o ' “数”与“后继” 
这三个概念的意义，自然数全都可以定义出来。但是我们可以更 
进 一步: 如果我们知道“ 0 ”与“后继”的意义是什么，我们也能够定 
义出所有的自然数。注意到这件工作如何完成将有助于我们了解 
有穷与无穷之间的区别，以及用以完成这定义的方法为何不能推 
广到有穷类以外。我们且不考虑如何定义“0”与“后继”，此刻先 
假定我们已经知道这两概念的意义，而来说明如何从这两概念得 
到所有其它的自然数。 

显而易见，我们能够达到任何指定的数，譬如说30,000 0 我们 
先定义“ 1 ”为“ 0的后继”，然后定义“ 2 ”为“ 1的后继”，照样继续 
下去。在一个指定的数，例如30,000的情形下，假使我们有耐心， 
我们能够一步一步照这样前进达到这数，这个证明可由实际的实 
验完成，我们可以一直继续，直到我们真正达到30,000。但是实 
验的方法虽可以适用于每一个特殊的自然数，却不能用于证明一 
个普遍的命题，就 是: 一切数都能以这种方法得到，亦即，从0起一 
步一步由一数到它的后继的方法得到。然则是否有其它的方法证 
明这个命题7 

让我们由另一个途径来考虑这个 问题： 有了概念 “0”与“后 
21继”我们能够得到些什 么数？ 是否有别的方法，我们能用来定义这 
些数的整个的类？作为0的后继，我们得到1;作为1的后继，又 
有了 2;作为2的后继，更得到3;如此类推。然而我们所希望代替 
的正是这“如此类推”，我们要以其它较不含糊的，较确定的东西来 
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代替它。我们或者要说，“如此类推”的意义就是前进到后继的步 
骤可以重复有穷次；但是我们所讨论的问题正是如何定义“有穷 
数”，所以在我们的定义中，切不可使用这个槪念，我们的定义必须 
不假定已经知道什么是有穷数。 

这个问题的关键在于 数学归纳法。 记住在第一章中，这就是 
我们为自然数所建立的五个基本命题中的第五个。它 述说： 如果 
0有一 性质； 又如任一数有此性质，它的后继必定也有此性质，那 
么所有的自然数都有此性质。这一条在以前是当作一个原则，但 
是现在我们要取作定义。凡遵从数学归纳法的一串项，它们的数 
目和从0起通过接连的步骤由一个到次一个可以得到的数一样 
多，这一点是不难了解的，可是它很重要，我们要比较详细地讨论。 

我们最好从一些定义开始，这些定义在别的方面也是有用 
的。 


假使无论何时一数 〃有一 性质，它的后继《+1也有，则称这 
性质在自然数串中是“遗传的 ' hereditary )。 同样，如《是一类中 

的一份子，也是，则称这类是“遗传 的”。 虽则我们并没有假定 
知道以下这一点，可是这是容易了解的，说一个性质是遗传的，等 
于说，从某数起一切自然数，或者说，不比某数小的一切自然数，都 
有这性质，譬如说，可能所有不比100小的自然数，或者所有不比 


1000小的自然数都有这性质，或者也可能所有不比0小的自然数 
都有这性质，那就是，没有一个例外，所有的自然数都具备这性质。 

如果0有一个性质，并且这性质是遗传的，则称此性质为“归 
纳的”。同样，一个类如果是遗传的，并且0是它的一分子，则称这22 
类是“归纳的”。 

给定一个遗传类，0是它的一分子，那么1也必是它的一分 
子，因为一个遗传类包括它的分子的后继，而1就是0的后继。同 
样，给定一个遗传类，1是它的一分子，那么2也是它的一 分子; 如 


25 



是类推。这样我们可以通过一步接一步的步骤证明，任何指定的 
自然数，如30,000,是每一个归纳类的一分子。 

给定一自然数，有许多遗传类包含这已知数，这些类所有的分 
子我们就定义为对于“直接前趋 ” (immediate predecessor ) 关系〔也 

就是“后继”关系的逆关系）而言的，这已知数的“后代” ( posted - 
砂），或说，由“直接前趋”这一关系而有的这已知数的“后代” 。一 
个自然数的后代包含它自己和所有较它大的自然数，这是很容易 
看出的，但是我们还不曾正式证明。 

按照上面的定义，0的后代由属于每一个归纳类的项所组成。 
现在不难明了，它就是从0起，通过接连的步骤从一个到次一个所 
得到的那些项形成的类。因为，第一，照我们已经定义的意义讲， 
这两类都包含0;第二，假如《属于这两类， 《+1 也是。须注意，我 
们在这里所处理的还不容许精确的证明，不过是一个较模糊的槪 
念与一个较精确的概念的比较。“从0起，由接连的步骤从一个到 
次一个所得到的那些项”这一槪念虽然看来似乎表示一个确定的 
意义，其实是模糊的；反之，正是在前一概念模糊不清的地方“0的 
后代”是精确的，明晰的。它可以把我们想用前一概念所表示的意 
义表示出来。 

我们现在作出下面的定义： 

“食然数”就是对于“直接前趋”这一关系（“ 后继”的逆关系） 而 
23言的0的“后代”。 

这样，我们做到了以皮亚诺的三个基本概念中的两个来定义 

其余一个。由于这个定义，他的基本命题中的两个-个说0 

是一个数，一个是数学归纳法——变成不必要的，因为它们都可由 
定义得出。至于一个自然数的后继也是一自然数这一命题也可以 
减弱成为“每一个自然数有一个后继”，只是这样的一个形式就够 
了，就可以代替上一命题。 
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自然，我们也能够用我们在第二章中所得到的一般的数的定 
义很 容易地 定义出“ 0 ”与“后继”。数0是一个没有分子的类的項 
数，亦即，所谓“空类”的项数。应用数的一般定义，空类的项数是 
所有与空类相似的类的集合，也就是仅由空类所构成的集合，或 
者，以空类为唯一分子的类(这一点是很容易证明的）。（注 意:这 
类并不等同于空类，它有一个分子，即 空类； 而空类本身却没有分 
子。有一个分子的类决不等同于它所有的那个唯一的分子，其理 
由在我们讨论到类的理论时，将加以解释。）是以我们有如下的纯 
逻辑的 定义： 

0是以空类为唯一分子的类。 

现在剩下的是来定义“后继”。给定任何数令 a 为有《个 
分子的类，又 x 不是《的一分子，那么以《再加上 x 所形成的类 
就有 《+1 个分子。因此我们有下面的 定义： 

类《所有项数的后继就是《与任何不属于《的项 : c — 起所构 
成的类的项数。 

使这定义完善，需要些精微的理论，但是它们与我们无关，现 
在不加论列①。记住在第二章中我们已经得出了一类中项数的逻24 
辑定义，那就是，所有和这给定的类相似的类的类，或者，类的 
集合。 

如是，我们已经将皮亚诺的三个基本概念全归约到逻辑的槪 
念: 我们已经作出它们的定义，这些定义使它们意义确定，不再容 
许无穷个不同的解释，如象它们仅限于服从皮亚诺的五个公理时 
那样。基本概念是只可了解而不能定义的，如今我们不再把这三 
个概念列为基本概念，这样，可以增加数学演绎的清晰性。 

至于五个基本命题，它们中间的两个可以用我们的“自然数” 
的定义而证明，这一点我们已经做到了。然则其余的三个又如何?0 


①见《数学原理》卷二*110。 
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不是任何数的后继，和任何数的后继是一数，都是很容易证明的, 
但是关于“没有两个数有相同的后继”这仅剩的一个基本命题却有 
一点困难。如果宇宙中个体的总数不是有穷的，这个困难不致发 
生； 因为: 给定两个数 W 和 〃，这 两个数都不是宇宙中个体的总数， 
容易证明 ：除非 m = n ， 我们决不会有 w + l =«+ l 。 但如我们假定 
宇宙中个体的总数是有穷的，譬如说，10;那么就没有一个类有11 
个个体，11这数就是一个空类，数12亦然。这样，我们就有11 = 
12;因此10与11虽不同，10的后继却与11的后继相同。于是我 

们有两个不同的数有相同的后继。但若宇宙中个体数不是有穷的， 
第三个公理的失效就不可能发生。稍后，我们将回到这个题目①。 

假定宇宙中个体的数目不是有穷的，那么依据上面的讨论，我 
25 们已经作到的不仅是以逻辑的基本概念定义出皮亚诺的三个基本 
概念，并且还了解如何用逻辑的基本概念与命题来证明他的五个 
基本命题。因之，我们得到一个 结论： 所有纯粹数学，既然它能从 
自然数的理论演绎出来，就不过是逻辑的延伸。并且即使是不能 
从自然数的理论演绎出来的数学的现代分支，将以上的结论推广 
到它们，也没有原则上的困难。这一点，我们已经在别处证明⑧。 

我们借以定义自然数的数学归纳法是可以推广的。我们曾将 
自然数定义为对于直接前趋这一关系而言的0的“后代”。假使我 
们称“直接前趋”这一关系为 N ， 任何数 w 对于 w + 1就有 N 关系。 
如果只要⑺有一性质 ， w + 1 也有，或者说， / w 与之有 N 关系的数 


① 见第八章。 

② 关于不是纯粹分析的几何学可参考《数学原则 》 (^Principles of Mathemat- 
ics >) 第 六编； 关于理论动力学 （rational dynamics ) 见同书第七编。 

按 : 《 数学原则》是译英 文 4!^11( 由 )】65 of Mathematics 》 ，《数学原理》 是译 拉丁文 
«Principia Mathematical ，其实后面的拉丁文与前面的英文意义完全一样，将它们译 

成中文时本该没有区别，现在勉强一译 〈 <数学原则\ 一译数学 原理》 以区分二书。在 
学术界常简称 《 Principia Mathematica 》 * PM ， 我们也照用。一译者 
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也有，则此性质为“对于 N 是遗传的”，或者简单地， “ N - 遗传的”。 
又如 w 所有的每一种 N - 遗传的性质《都有，则称《属于对于关 
系 N 而言的 m 的“后代”。这些定义全都可以应用于任何其它关 
系，就象应用于 N —样。所以如果 R 是不论一个什么关系，我们 
可以建立以下的几个定义 

'假使一项 x 有一性质；又如^对7有 R 关系，则：^也有此性 
质;那么这性质称为是遗传的”。 

给定一个类，如果定义它的性质是 R - 遗传的，那么这类也是 
R - 遗传的。 

假使有一项^与其它的项有 R 关系，或者其它的项与^有 R 
关系，（这个前提仅仅是为了除去一些不关紧要的情形，—— 按:如 
^根本不和任何一项有 R 关系，或者也无任何一项与^有 R 关系 
则自无所谓^有 R - 遗传性质，因之下面所说的 x 为另一项的 “R 一 
祖先”也无意义——译者。)又有一项^具有 x 所有的每一种 R - 遗 
传的性质，则称■^为^的 “ R - 祖先”。 

所谓％的后代”就是以^为其 R - 祖先的各项。 

依据以上的定义，假如有一项是任何一项的袓先，那么它也是 
它自己的祖先并且还属于它自己的后代。我们这样定义完全是为 
了方便。 

如若我们取 R 为“双亲”关系，可以看出，除了一个人包括在他 
自己的袓先与后代这一点以外，我们这里所谓的“祖先”与“后代” 
和通常意义的“袓先”与“后代”并无分别。“祖先”必须能由“双亲” 
定义出来，这自然是很明显的事，但是直到弗芮格发展他的归纳法 
的一般理论以前，没有人能够以“双亲”精确地定义“祖先”。对于 


①这些定义以及归纳法的普遍理论属于弗芮格，早在一八七九年，发表在他的 
《概念文字》 ( 《 Begdff SSC hrift 》 ） 中。虽则这本书价值巨大，但作者相信，在它出版后二 
十多年，作者是第一个研读过它的人， 
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这一点我们稍作思考，就可证明这个理论的重要性。一个人第一 
次遇到以“双亲”来定义“袓先”这个问题时，会很自然地说，如果 A 
与 Z 之间有一些人， B ， C ， ……，其中 B 是 A 的儿子或女儿，又每 
一 个人是后面一个人的父亲或母亲，直到最后一个人是 Z 的父亲 
或母亲；则 A 是 Z 的祖先。可是这个定义是不充分的，除非我们 
加上一 点:其 间的项数是有穷的。试取下面一串 为例： 


这里先是一串没有末项的负分数，然后是一串没有首项的正分数。 
在这一串中 ，一 | 是否可以作为 | 的一个袓先 7 按照以上提出的首 

项的定义，它可以算是的，但按照定义要给出我们所想要定义的概 
念来说;或者说按照我们心目中的概念的真正定义采说，却不然*。 
原因就在中间项数应该是有穷的，这一点非常重要。我们已经知 
道“有穷”要用数学归纳法来定义，而且直接用数学归纳法来定义 
广义的祖先关系比先仅就《对《 + 1这种关系来定义，然后由这一 
种情形再推广及于其它情形，要简单一点。在这里犹如其它地方 
27 一样，首先就以一般情形而论，虽则在刚开始时需要较多的思考， 
但从长远来看节省思想，并且增加逻辑力量。 

过去数学归纳法在证明中的使用是颇为神秘的。似乎没有什 
么理由怀疑它是有效的证明方法，然而没有一个人确实知道为什 
么它是有效的。有些人相信它确实是逻辑中所谓的归纳法的一种 
情形。庞加莱 ( Poincad )® 认为它是最重要的一条原则，它可以将 

无穷多的三段论缩减成为一个论证。现在我们知道所有这些观点 

* 我们知道这级数是正负两方都趋近于0,以0为极限，在0的附近，级数有无穷 
多的项。但因归纳法只能适用于有穷多的项，所以由归纳法定义出的溉念也必是有穷 

的。如今既然 —+ 与 j 之间有无穷多硕，所以一士不是+的一个祖先。一译者 

①见《科学与方法》 (Science and Method ) , chap , iv 。 
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都是错误的，并且数学归纳法是一个定义，而非原则。对于一些数 
它能适用，也有其它的数(如我们在第八章中将要见到的)它不能 
适用。正因我们定义“自然数”为借助数学归纳法的证明所能适用 
的一些东西，也就是，具有一切归纳性质的那些东西。所以这些证 
明能应用于自然数，这一点也不是由于神秘的直觉，公理或者原 
则，而纯粹是一个字面上的命题，所谓证明不过是做字面上的工 
作。如果“四足兽”定义为有四个脚的动物，那么有四个脚的动物就 
是四足兽。自然数所以服从数学归纳法与四足兽这一例完全相似。 

我们将用“归纳数”这一名词指我们迄今以“自然数”表示的同 
一类。因为它能提醒我们数的类是由数学归纳法得到的，所以它 
比“自然数”这一名词更好，更恰当。 

数学归纳法比别的东西更能表示出有穷的本质特征，有穷与 
无穷的区别。数学归纳法的原则通常可以叙述成后面的形式:“能 
从一个推论到次一个的就能从第一个推论到末一个”。如果从第 
一个到末一个其间的步骤是有穷时，它是真的，此外不真。任何人 
如曾注视过开始行动的一列货车，会注意到推动力如何由于跳动 28 
从一个货车输送到次一个，直到后来，最后的货车也行动起来。当 
列车很长时，在最后的货车移动前需要一段很长的时间。假使列 
车是无穷長，就有无穷的跳动相继，而全部列车行动的时候将永远 
不会到来。但如有一列不比归纳数串 C 我们将知道这是最小的无 
穷数的一例)长的货车，并且它的引擎能一直支持下去，纵使后面 
总有不曾开始移动的货车，可是每个货车迟早将要移动。这个譬 
喻可以帮助解释从一个到次一个的论证，和这论证与有穷的关联。 
当我们论及无穷数时，数学归纳法的论证将不再有效，然而由于对 
照，无穷数的性质可以帮助我们明了，我们所以几乎是不知不觉地 
将数学归纳法用于有穷数的原故。 
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第四章序的定义 


现在我们关于自然数串的分析已经使我们得到了它的分子， 
它的分子所构成的类以及一个分子与它的直接后继的关系这三个 
概念的逻辑定义。而今我们必须讨论自然数在0，1，2, 3,…这样 
的次序中 序列的 ( serial ) 特性。通常我们想到数总以为它们是在 

这样一个次序中，在分析我们的论据，探求用逻辑概念定义“序或 
次序 ”( order ) 或“序列” ( series ) 的工作中，这是非常重要的一点。 

序的概念在数学中非常重要。不仅整数有序，就是有理分数 
和所有的实数都有一个大小的次序，而这是它们大部分数学性质 
的要素。在一直线上诸点的次序对于几何学是重 要的； 略较复杂 
的，如在一平面上经过一点的诸直线的次序，或者经过一条直线的 
诸平面的次序也很重要。几何学中维 ( dimension ) 的概念就是由序 
的概念发展而来。作为所有高等数学的基础的极限概念也是一个 
序列的概念。数学中确是有些部分不凭借序的概念，但是和涉及 
这个概念的部分比较，这些部分，是微乎其微的。 

在求作序的定义时，第一件须认清的事是没有一个项的集合 
恰好只有一个次序而排斥其它的次序。一个项集能容许多少种排 
列方式，或者说能容有多少种次序，它就实有多少种次序。有时一 
个次序对于我们的思想来说熟悉得多，自然得多，以致我们把它当 
30 作这个项集的唯一次序;但是这是一个误解，我们想到自然数—— 
或如我们称作的“归纳数”——很容易地就想到它们是依大小次序 
排列的；可是它们能容许无数的其它种排列。例如我们可以先考 
虑所有的奇数，然后所有的偶数•，或者先是1，然后所有的偶数，3 
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的所有奇数倍， 5 的但非 2 或3的所有倍数，然后非 2 非3非5的 
7 的所有倍数，如是继续排尽整个素数序列^我们说我们将这些数 
“排列”成各种不同的次序，这句话是一句不精确的话，我们真正做 
到的只是将我们的注意移到自然数间的某些种关系上去，由于这 
些关系才产生如此这般的一种排列。我们不能排列满布星辰的天 
空，我们也不能排列自 然数； 但是正如在固定的星辰中，我们可以 
注意它们明亮的程度，或者它们在天空中的分布，在数中也有许多 
不同的，可以注意的关系，这些关系产生数的各种不同的次序，所 
有这些次序同样的合理。或者其中一种次序对于我们比较熟悉， 

但是别的也同样成立。这情形不仅对于数是如此，对于一条直线 
上的诸点，或者时间的瞬间也一 样:譬 如在一条直线上我们可以首 
先取有整数坐标的各点，然后有有理数但非整数的坐标的各点，然 
后一切有代数的无理数的坐标的点，以此类推，随我们意之所欲， 

排尽任何复杂的项集。不论我们是否愿加注意，这样产生的次序 
总是直线上诸点所确有的，关于一个项集的各种次序唯一随意的 
是我们的注意，至于诸项本身永远具有它们所能容许的一切次序。 

因为一个项集有许多次序，我们必不可在被排列的项集的性 
质中寻求序的定义，这是以上讨论的一个重要结果。次序不在项 
集中，而是在项集的分子间的一种关系中，由于这种关系乃有一些 
项出现在前，一些项在后。一个类可以有许多种次序这个事实是由31 
于一个类的分子间可能有许多种关系。然则为了产生一种序 ，一 
个关系须具有些什么性质？ 

假设有一种关系能产生序，又有一个类为这关系排成次序，我 

们注意这类中的任何二项对于这关系而言，必定是一个在先一个 

在后，注意到这点，可以发现能产生序的关系的本质特征。现在为 

使这些字眼能适合于通常我们所了解的意义，序的关系应该具有 
以下三种 性质： 
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(1) 如果 X 在 ^ 之先，或说 X 先于 >，；则〕，必不先于 X 。这是 

产生序列的关系的一个显著特性。如象 X 小于 h 则/不小于 X 。 

X 在时间上早于则^不早于^。 X 在7之左，则^不在 X 之左。 

反之，不能产生序列的关系常没有这种性质。如 AT 是^的兄弟或姊 

妹，则 y 也是 X 的兄弟或姊妹。又如 X 与^同髙，则 y 也与 X 同高; 

工不与 ^同高，则^也不与 X 同高。所有这样的情形中，当 X 与 J 

之间有一种关系时， 与％ 也有这种关系。然而对于序列的关系， 

这样的情形不能发生。 一 个关系具有这第一种性质，称为非对称 
的 （ asymetrical )。 

(2) 如果^先于广并且^先于必先于 z 。 这一点也可以 

用前面的小于，早于，在左的例子来解释。但是在以上三个例子中 

只有两个可以作为不具这种性质的例子。假使^是 J 的兄弟或姊 

妹，^又是 Z 的兄弟或姊妹，则 X 可能是也可能不是2的兄弟或姊 

妹，因为^与 Z 可能是同一个人。这一种情形在高度不等的情形 

中也可能发生，但在高度相等的情形中则不会发生，高度相等的情 

形具有我们的第二种性质而无第一种性质。反之，“父亲”关系具 

32有第一种性质而无第二种性质。一个关系具有这第二种性质称为 
传递的 (transitive )。 

(3) 给定为一关系所排列的一类中的任何二项，必是一个在 
先，另一个在后。例如，任意二整数，分数或实数，必是一个较小， 
而另一个较大；但是对于任意二复数则不真。又在时间中任何二 
瞬间，必是一个早于另一个;但是对于二事件则不然，因为它们可 
能同时发生。在一直线上的二点，必是一个在另一个之左。一个 
关系如果具这第三种性质，就称为 连通的 (connected )。 

当一个关系具有这三种性质时，就在有这关系的诸项间产生 
一 种序。反之，无论何处有一种序存在，总可能发现一种关系，具 
有以上三种性质，产生以上的序。 
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在解释这个论题前，我们要引入几个定义。 

(1) 一关系称为是示异的 （ aliorelative) ①，或者说包含于，或 

者说蕴涵，相异性，如果没有一项对其自身有这关系。例如“大 
于”，“大小不等”，“兄弟”，“丈夫”， “ 父亲”都是示异的•，但是“相 

等”，“为同一父母所生”，“好友”却不是。 

(2) 当 X 与 z 两项之间有一中间项使得^与7之间及少与 

z 之间有同一关系时，则％与 z 之间的关系是此关系的平方 
(square) 0 例如“祖父”关系是“父亲”关系的平方，“大二数”是“大 

一 数”的平方。等等。 

(3) 一 关系的前域由所有那些项所组成，这些项与其它东西 
有此关系。一关系的后域由所有那些项所组成，这些项是其它东西 
与它有此关系。这些概念曾经定义过，在此不过是为了以下定义 
而回忆一过： 

(4) 所谓一关系的域 (/&W of a relation) 就是此关系的前域 
与后域所合成。 

(5) 一关系称为包含或者蓮涵于另一关系中，如果不论何时 33 

另一关系成立，则此关系也成立。 

我们可以看出，非对称的关系即其平方是示异的关系。常常 
会有关系是示异的，但不是非对称的。例如， “ 配偶”虽是示异的， 

然而也是对称的，因为，如果^是^的配偶，^也是^的配偶。可 
是在传递的关系中所有示异的关系都是非对称的；反之所有非对 
称的关系也都是示异的。 

从这些定义中可知一传逋关系是为它的平方所蕴涵的关系， 
或者我们也可以说，包含它的平方的关系。因而“祖先”是传递的， 

因为一个袓先的袓先仍是祖先；但是“父亲”不是传递的，因为一个 
父亲的父亲不再是父亲而是祖父。 一 个传递的示异关系既包含它 

①这个槪念是从 C , S _ Peirce 来的。 
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的平方又是示 异的; 或者说它的平方既蕴涵它，又是非对称的，两 
种说法意义相问，因为，当一关系是传递的，非对称的等价于是示 
异的。 

在一关系域中，给定任意的不同的两项，关系或者在第一项与 
第二项之间成立或者在第二项与第一项之间成立，如此，关系是连 
通的。 （不排除两种愔形都发生这一种可能性，如果关系是非对称 
的，以上二种情形不可能全发生。） 

我们可以看出，甓如“祖先”关系是示异的，传递的，但不是连 
通的。因为它不足以将人类排成一个序列。 

在数中“小于或等于”的关系是传递的，连通的，但不是非对称 
的，也不是示异的。 

在数中“大于或小于”的关系是示异的，连通的，但不是传递 
的，因为如果 X 大于或小于^大于或小于2，可能 X 与 Z 是同 
一数。 

34 是以这三种性质: （ 1 )示异的，（ 2 )传递的以及 (3) 连通的是相 

互独立的，因为一个关系可能有任何两种性质而无第三种性质，如 
我们在以上的例子中所见。 

我们现在建立以下的 定义： 

一关系如果是传递的，示异的和连通的；或者说，如果是非对 

称的，传递的和连通的，则此关系称作是序列的。 

一个序列即 是一个序列的关系，或者简称序列关系。 

或许有人以为一个序列应是一序列关系的域而不是序列关系 

本身。这种想法是错误的。譬如， 

1，2, 3; 1，3, 2; 2, 3, 1; 2, 1，3; 3, 1，2; 3, 2, 1。 

是六个不同的序列，却有相同的域•，如果关系域是序列，给定一关 
系域只能有一个序列所以区分以上六个序列的只是六种情形中 
的不同的次序关系。给定一次序关系，域与序全都决定了。因而 

36 



次序关系可以看成是序列而关系域则不能。 

给定任何序列关系，譬如 P ， 如果^对^有？关系，这个我们 
简写成 “ xpy ”， 我们就说，对于关系 P 而言先于 ” h P 要成为 

一个序列关系，必须具有以下三种 特性： 

(1) 我们决不能有亦即，决没有一项先于它自己。 

(2) P 2 必须藴涵 P ， 亦即，如果 x 先于 h 先于 z ， ^必先于 L 

(3) 如果 x 和 y 是 P 的关系域中不同的二项，我们将有^^ 

或 yPx ， 亦即二项中之一必须先于另一项。 

读者可以很容易地使自己确信，在一个次序关系中一切能发现这 
三种性质的场合，我们期望于序列的特征必定也可以发现，反之亦 
然。所以我们有理由将以上的特征作为一个序或序列的定义。这35 
个定义是用纯逻辑的概念作出的，这是可以注意的一点。 

虽然无论何处有一序列，也常有一传递的，非对称的，连通的 
关系，不过这个关系不总是能很自然地看成是产生序列的关系。自 
然数的序列可以作为一个例证。在考虑自然数时我们所假定的关 
系是直接后继的关系，也就是在两个相连的整数间的关系。这个 
关系是非对称的，但不是传递的或连通的。然而用数学归纳法我 
们能够从这关系得出“祖先的”关系，这在前一章中我们已经讨论 
过。它与归纳整数中“小于或等于”的关系相同。为了产生自然数 
序列我们需要“小于”关系而排除“等于”。这种关系也就是如下的 
m 对于 fz 的 关系： m 是《的祖先而不等于《，或者 C 同样地） 所的 
后继是《的一个袓先。换言之，我们可以建立以下的定义： 

所谓一个归纳数 w 小于另一数〃，即是〃具有 w 的后继所具 


有的一切遗传的性质。 

这样定义的“小于”关系是非对称的，传递的和连通的，并且以 
归纳数作为其关系域，这是显而易见的而且也不难证明。如是由 
于这个关系归纳数获得了一个序，这个序就是我们已经定义过的 
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那个序，并且这个序就是所谓的“自然”次序，或者大小次序。 


通过多少类似于《与《+1的关系而产生的序列是非常普通 
的。例如英格兰国王的序列是由每一个国王对于他的后继者的关 


系所产生的。只要这种方法能应用，这种方法或许是产生一个序 
列的最容易的方法。在这方法中，只要有次一项，我们就能从一项 
到次一项；或者只要有前一项，我们就能从一项追溯到前一项。为 
使我们能在这样产生的序列中定义“先于”及“后于”的关系，这个 
方法常需要数学归纳法的普遍形式。以前我们定义“后代”时 ，一 


项也包含在它自己的后代中，现在让我们将 x 从它自己的后代中 
除去，我们援真分数的例，称 x 与之有 R 关系的某项的 R - 后代为 
x 对 R 而言的“真后代 ” （proper posterity ) 0 回到基本定义，我们 
可以定义“真后代” 如下： 


设有一项 x 与之有 R 关系，任何项，如有此项所有的各种 R - 
遗传性质则这些项所构成的类即称为 x 对于 R 而言的真后代。 

须注意，为了这个定义不仅在只有一项 a ： 是与之有 R 关系时 
能适用，并且在有许多项， x 与它们都有 R 关系的情形下(如父亲 

与子女的情形)也能应用，我们不得不如此构造这个定义。进一步 
我们定义： 


如果^属于对于 R 而言的 x 的真后代，那么即称; c 是对于 R 
而言的的“真祖先 ” (proper ancestor )。 

为方便计，此后我们将简称为后代”和 “ R - 祖先”。 

现在回过来探讨由相连的各项间的 R 关系而产生的序列。我 
们知道，假使这个方法是可能的，“真 R - 祖先”这一关系必是示异 
的，传递的和连通的。那么在什么条件下这个情形才会 发生？ 我 
们说，真袓先这个关系总是传 递的： 不论 R 是那一种关系， 
“ R _ 袓先”及“真 R - 祖先”都总是传递的。然而只是在某些条件下 
真 R - 祖先才是示异的或连通的。譬如，我们注意在一个坐十二个 
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人的圆餐桌上左方邻人的关系。假使我们称此关系为 R ， 则一个 
人的真 R - 后代包括所有从右到左绕此餐桌所能达到的那些人，亦 
即包括在桌上的每一个人，连这人自己也在内，因为走十二步就可 
将我们又带回到我们的起点。所以在这样一个情形下，虽然“真 37 
R - 袓先”关系是连通的，并且 R 自身是示异的，而因“真 R - 祖先” 

关系不是一个示异关系，我们得不到一个序列。因为这个原故，我 
们不能说对于“在右”关系而言，或者由在右而得出的祖先关系而 
言 ，一 个人先于另一个人。 

以上是连通的但不示异的祖先关系之一例。至于示异而不连 
通的例子可从通常意义的“祖先”关系推导出来。如果 x 是^的真 
祖先， x 和^不能是同一个人；可是在任何两人中一个必为另一个 


的祖先这一点不真。 

从相连的关系推导出袓先关系，在什么条件下这种袓先关系 
能产生序列，这个问题是很重要的。最重要的条件如下:令 11 为一 
个多对一的关系，并且使我们的注意仅限于某项％的 后代。 如此 
规定，“真 R - 袓先”关系必是连通的;所以要保证其为序列，剩下的 
只是它应有示异的性质。这是餐桌一例的一个推广。另外一个推 
广的情形：取 R 为一个一对一关系，我们讨论的范围同时包含 x 
的祖先及后代。在这里要产生一个序列的必需条件也是“真 11 _祖 


先”关系应该是示异的。 

通过相连的关系产生序的问题在它自己的范围内虽很重要， 

却没有用传递的关系来定义序的方法普遍。时常在一个序列中任 
意选择二项，纵使它们靠近在一起，其间却常有无穷多的中间项。 
以依大小排列的分数为例。在任何二分数间，总还有些其它的分数 
——例如二者的算术中项。所以根本没有一对相连的分数这回 
事。如果我们凭借相连性来定义序，我们将不能定义分数间的大 38 
小次序。事实上分数间的大小关系也并不需要从相连的关系产 
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生，我们为定义序列关系所需要的三种特征它都具有。所有这些 
情形中，序必须通过传递的关系来定义。因为只有这个关系才能 
跃过无穷多的中间项。如同找出一个集合的数目的计数法一般， 
相连性的方法只适宜于有穷的序列；即使它可以推广到某些无穷 
的序列，即总项数虽是无穷的，而在任意二项间的项数却总是有穷 
的序列;但这种情形必不可看做是一般的。不仅此，所有因假定这 
方法是普遍的而引起的思想习惯全须从想象中根除。如若不然， 
没有相连的项的序列将成为困惑难解的。而这样的序列对于连续 
性，空间，时间以及运动的了解又至关重要。 

可能产生序列的方法有许多，但是全都依赖于发现或者构造 
一个非对称的，传递的，连通的关系。在这些方法中有一些是颇为 
重要的。由可以称为“在……之间”关系的一三项关系而产生的序 
列可以作为说明。这个方法在几何学中非常有用，并且可作为二 
项以上关系的一个引导;这个关系最好和初等几何一同引入。 

给定普通空间中一条直线上任意三点，必定有一点在其它二 
者之间。对于一个圆上或任何其它封闭曲线上的点，情形就不然， 
因为给定一圆上任意三点，我们能够从任意一点到其它任意一点 
而不经过第三点。“在……之间”这一概念实是开序列——或者， 
39严格意义的序列——的特性。开序列与循环序列相反，在循环序 
列中，如对于一餐桌上的人，环绕一周可以将我们带回到我们的出 
发点。“在……之间”的概念可以当作普通几何学的基本概念；但 
在目前，我们仅考虑它对于一条直线以及一直线上各点次序的应 
用①。取任意二点 A 直线(《纟)乃是三部分(除 a 和6本身外) 

所组成： 

(1) 在 a 与6之间的各点。 

(2) 使得在 x 与6之间的点 

①参考 Rivista di Maternities , iv * pp , 55 ff ; 及 《 数学原则》 p _ 394(§375)。 
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(3) 使得纟在 y 与 《 之间的点少。 

如是，直线 ( a 幻可以用“在……之间”关系来定义。 

为使“在……之间”关系能将直线上各点按从左到右的次序排 
列，我们需要一些假定，就是如 下的： 

(1) 如果有任何东西在 a 与 b 之间，则 a 和6不等同。 

(2) 任何东西在 a 与6之间也在6与 a 之间。 

(3) 在 a 与6之间的任何东西不等同于 a (由于（2)，当然也 
不等同于6)。 

(4) 如％在 a 与6之间，则在 a 与 x 之间的任何东西也在 a 
与办之间。 

(5) 如 x 在 a 与 6 之间，在 x 与之间，则 6在 a 与 y 汔间。 

(6) 如 X 和均在 a 与6之间，则 x 等同于;;，或者 x 在 a 与 
J 之间，或者^在7与力之间。 

(7) 如6在 a 与 x 之间,并且还在 a 与 j 之间，则 x 等同于少， 
或者 X 在6与 J 之间，或者>在6与 x 之间。 

这七个性质显然适合于普通空间中一条直线上的点。我们可 
由以下定义 了解： 凡适合它们的任意的三项关系能产生序列。为 
了确定的原故，让我们假定 a 在6之左，于是直线 (《 妁上的点是: 
( l)a 在它们与 6 之间的点——这些点我们称为在 a 之左; （2) a 本 
身；（3)«与6之间 的点； （4)6 本身； （5) 6在它们与 a 之间的点， 
——即在6之右的诸点。在直线 （ a 幻上两点 X ，；；，我们说 x 在 
y “之左”，现在可以一般地定义为以下的任何一种 情形： 

(1) •^和^全在《之左，而^在^与 a 之间； 

( 2 ) •^在 a 之左，而/是 a 或或者在 a 与 之间; 或者 y 
在6之右； 

(3) x 是 a 而)，在 a 与& 之间或者^是6或者 y 在6 之右； 

( 4 ) 入和/全在 a 与 Z ? 之间，而少在 x 与6 之间； 





C 5) x 在 a 与 6 之间，而 y 是 6 或者在 6 之右； 

(6) x 是 Z >， 而 J 在6之右； 

(7) %和7全在 △之右 ，而 x 在6与 y 之间。 

可以看出，从已经归之于“在……之间”关系的七种性质中，我 
们能够 推论： 以上所定义的“在左”关系正是一个如我们已定义过 
的序列关系。重要的是注意在定义或论证中没有一点依赖于我们 
以“在……之间”这个词所指的，在经验空间中出现的实际关 系：任 
何具有以上七种纯形式的性质的三项关系将同样适合这个论证的 
目的，同样产生序列关系。 

循环次序，如在一圆上诸点的次序，不能由“在 . 之间”的三 

项关系产生。要产生一个循环次序，我们需要一个可以称做“两两 
离间”的四项关系。试以环球旅行为例而论。一个人可以从英格 
41 兰取道苏伊士或旧金山到新西兰；我们不能确定地说这两个地方 
中的那一个是在英格兰和新西兰之间。但如一个人想环游世界， 
不论他走那一道，他在英格兰和新西兰的时间被他在苏伊士和旧 
金山的时间分幵，反之亦然。 一 般而言，假使我们在一圆上任取四 
点，我们能将它们分为两对，譬如 a 和6与 x 和 j ， 使得从 a 至办， 
一个人必须经过 X 或者并且从 X 到3；，一个人必须经过 a 歲 b 。 
在这些情况下我们说对子 ( a ， 幻为对子 （ x ，/) 所离间。恰如从“在 

. 之间”关系产生一个开序一样，从这个关系能产生一个循环次 

序，只不过稍为复杂一点①。 

本章后半部的宗旨在提出 ：所谓 “序列关系的产生”问题。有 
些关系仅具有序列的一部分性质，在序列关系定义过后，如何从这 
些关系产生序列关系就成为非常重要的问题，特别是在几何学的 

哲学与物理学的哲学中。但在本书的范围内，我们只能使读者知 
道有这样的问题存在，而不能详细讨论。 

①参考《数学原则》 p * 205 (§194)，及该处所列的参考文献。 
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第五章关系的种类 
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数理哲学的大部分都 与关系 有关，各种不同的关系有各种不 
同的 用途。 时常会有一种性质，虽是为所有的关系所具有，却只对 
于某几种关系是重 要的； 在这些情形下读者将看不出断定这样一 
种 性质的命题的意义，除非他记住这个命题对干那些种关系是有 
用的。 为了这个原故，以 及这题目本身的兴趣，对于在数学上比较 
有 用的各种关系，最好在我们的心目中有一个大概的目录。 

在前一章中我们讨论了一类非常重要的关系，就 是序列 关系。 
我们用来一起定义序列的三种性质 一一 即非对称性，传递性以及 
连通性 一一 各有各的重要性，现在我们就从这三种性质的讨论 
开始。 

非对称性， B 卩，一关系与其逆关系不相容的性质，或者，不可逆 
的性质，是最有趣的，最重要的。为了引申它的作用，我们先考虑 
几个不同的例子。丈夫关系是非对称的，赛子关系也是;如《是6 
的丈夫，&不能也是 a 的丈夫，在妻子的情况下也一样。但另一 
方面配偶关系却是对称的：如 a 是6的配偶，6也是 a 的配偶。假 
定我们已 有配偶 关系，而要定义丈夫关系。因为丈夫即是 男性配 
偁或 者一个 女性的配偶; 所以丈夫关系可 由配偶 关系引申出来，通 43 
过将配偶关系的前域限制于男性，或者将它的后域限制于女性而 
引申出来。从这个例子我们知道，给定一对称关系，有时不需任何 
其它关系的帮助，即可将之分为两个非对称的关系。但是这种可 
能的情形究竟是少有的，例外的，在这种情形下有两个互相排斥的 
类，或，无共同分子的类，譬如说 a 和卩，使得无论何时在两项之间 
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•有一关系时，必定是一项属于 0 C ， 另一项属于卩——例如在配偶的 
情形中，关系的一项属于男性类，另一项属于女性类，在这种情形 
下前域限于 0 C 的关系是非对称的，同样，前域限于 P 的关系也是非 
对称的。但当我们讨论到两项以上的序列时，所发生的情形就不 
同；因为在一序列中， 一 切项，除首项和末项外（如果它们存在的 
话），都是既属于产生这序列的关系的前域，也属于它的后域，所以 
前域与后域不相交，无共同分子的关系，如丈夫关系，是被排斥在 
外的。 

有些关系有某种有用的性质，有些关系仅具这性质的雏型，如 
何对后一关系加以处理以构造前一关系，这问题相当重要。在许 
多情形下原来给定的关系并不具有传递性和连通性，但是传递性 
和连通性可以很容易地构造 出来： 例如，不论 R 为何种关系，借助 
广义归纳法从 R 所导出的祖先关系即是传递的;并且如 R 是多对 
一的关系，只要限制于一给定项的后代，这祖先关系即是连通的。 
但是非对称的性质却很不容易构造。我们已经见到从配偶导出丈 
夫这样的方法在多数重要的情况下，如 大于，先于，在 右等情形下, 
是不适用的，这些关系的前域与后域相交，它们有共同的分子。在 
月 f 有这些情况下，我们自然能将给定的关系以及其逆关系相加而 
得到二 个对称关系，但是我们不能逆转从这对称关系得到原来非 
44对称的关系，除非另外还借助于某个非对称的关系。 以大于 关系为 
例。原 来大于或小于 亦即不等关系，是对称的，然而在这关系中没 
有一点东西显示出是两个非对称关系之和。又如就“形状不同”这 
一关系而论，更非一个非对称关系及其逆关系的和，因为形状不形 
成一个单独的序列。但如我们不是事先知道大小有大于和小于的 
关系，我们就会觉得“大小不同”和“形状不同”并无分别。“形状不 
同”一例说明了关系的非对称性质的基本特点。 

从关系的分类这一观点看，非对称的性质比示异的性质更重 


44 



要。非对称的关系是示异的，然而相反地，示异的关系不一定非对 
称。例如“不等”是示异的，却也是对称的。概言之，我们可以这样 
说: 如果我们希望尽可能地去掉关系命题而替之以主谓词式命题， 
只要我们限制于对称的关系，这一点是可以做 到的: 传递而非示异 
的关系可以看作是断定一个共同的谓词，至于传递且示异的关系 
是断定不相容的谓词。例如就 两类之间的相 似关系而言，这关系 
我们曾用来定义数，它是对称的，传递的，但非示异的。下面有一 
个方法，虽然没有我们曾经采用的方法简单，但是也是可能 的:我 
们可以将一个集合的数目看成是这个集合的谓词，如是则两个相 
似的类即是有相同的数的谓词者，两个不相似的类即是有不相同 
的数的谓词者。只要所研究的关系是对称的，这样，以谓词代替关 
系的方法在形式上是可能的（虽然常常很不方 便); 但当关系是非 
对称时，这个方法从形式上说就不可能，因为无论谓词的同或不同 
都是对称的。我们可以说非对称的关系是各种关系中关系特征最 
显著的，并且哲学家们如果想研究关系的逻辑性质的究竟，这种关 45 
系对于他们也是最重要的。 

另外一种非常有用的关系是一对多的关系，这种关系就是对 
于一给定的项而言，至多只能有一项与之有此关系。父亲，母亲， 
丈夫(藏族的情形除外），数的平方，角的正弦等关系都是。但是父 
母，平方根等等却不是。从形式上说我们可以通过一种处理将所 
有的关系替以一对多的关系，例如归纳数之间的小于关系。给定 
任一大于1的数 〃，与 《有小于关系的并不止一数而是有许多数， 
这些数形成一个类。这个类与《的关系是任何其它的类所没有 
的。我们可以称这个类，小于 〃的 数的类，为》的“真祖先”，这里 
所谓“祖先”即是我们曾经说过的，与数学归纳法有关的袓先、后代 
这种意义上的祖先。这样“真袓先”是一个一对多的关系（一对多 
的关系也包含一对一的关系），因为每一个数决定一个独特的数类 
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构成它的真袓先。如此，小于关系可替之以真祖先中 一分子 关系。 
依照这种方法，一个一对多的关系，此处的一乃是指一个类以及它 
的全体分子，从形式上说总是可以代替一个不是一对多的关系。 
皮亚诺因为某种原故，常常本能地将一个关系看成是一对多的，他 
以这种方法处理一些原来并非一对多的关系。用这种方法将关系 
归约为一对多的，虽然在形式上总是可能的，技术上并没有化简， 
并且即使仅仅为了类必须看成是“逻辑的虚构”这一原因，我们也 
有理由认为这个方法不能算是一种哲学的分析。因之，我仍然把 
一 对多的关系当作一种特殊的关系。 

一对多的关系常包含在“某'某的某某”这样的词組中。“英国 
46 的国王”，“苏格拉底的妻子”，“穆勒的父亲”等等，全是以对于一给 
定项的一对多的关系来摹状某一 个人。一个 人不能有一个以上的 
父亲，所以即使我们不知道穆勒的父亲是谁，我们仍可知道这样的 
词组“穆勒的父亲”是描述一个人。关于摹状词 ( description ) 有许 
多可说的，但是目前我们讨论的是关系，摹状词不过是作为例子以 
解释一对多的关系的用途。我们注意，所有的数学函数都是从一 
对多的关系得出的。•^的对数， x 的余弦等都象 x 的父亲一样，是 
以对于一给定项00的一对多的关系(对数，余弦等)来摹状的。函 
数概念不必限 于数％ 或限于数学家使我们习知的 用途; 它可以推 
广到所有一对多的关系的情形，“ X 的父亲”是一个以 x 为变目的 

函项，它和的对数”同样是个合法的函项。这种意义上的函项是 
畢状函项 (descriptive function ), 以后我们将见到有一种更普遍，更 

基本的函项，即命题函项 (propositional function )； 至于目前，我们 

的注意仅限于摹状函项，如 R 是任意一个一对多的关系，摹状函项 
即是“与 x 有 R 关系的项”，或者简单地说，“％的 R 关系者”。 

* 作者既经言明，函数概念不限于数，在不限于数的情形下，我们译作函项^ 
——译者 
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注意如果 h ■的 R 关系者”是描述一个确定的项，则必有一东 
西与 x 有 R 关系，并且没有一个以上的东西与 X 有11关系*。是 
以如果 x 是亚当、夏娃以外的任何一个人，我们可以说 “ JC 的父亲” 
这一句话，因为它是有意义的；但如 x 是一张桌子，一把椅子或者 
其它任何没有父亲的东西，我们就不能说 “ x 的父亲”这样一句话， 
因为它没有意义。因而如 R 是一个一对多的关系，只要％属于 R 
的后域， x 的 R 关系者总是存在的。如^不属于 R 的后域，则不 
然。我们若以“ X 的 R 关系者”看作数学意义上的一个函数，我们 
称 x 是这函数的“自变数” ( argument ), 并且如 . v 是与 x 有 R 关系 
的项，或，7是 x 的 R 关系者，那么 y 即是对于自变数; c 而言的函 
数的“值” ( value )。 设 R 为一对多的关系，则对于这函项 ，一 切可能 
的自变数的范围或变程 ( range ) 即是 R 的后域，值的范围或变程 
即是前域；因而对于“ X 的父亲”这一函项而言，所有可能的自变数 
的变程就是一切有父亲者，亦即，父亲关系的后域，至于一切可能 
的值的变程是所有的父亲，亦即，父亲关系的前域。 

在关系逻辑的理论中，许多极重要的槪念都是摹状函项，例 

如:逆关系，前域，后域，关系域等。讨论进行下去，还将遇到其它 
的例子。 

在一对多的关系中， 一对一 的关系是特别重要的一类。在讨 
论数的定义时，我们曾经提及一对一的关系，但是必须熟悉它们， 
不仅是知道它们的形式定义。它们的形式定义可以从一对多的关 
系导出：它们可以定义为一对多的关系，而此一对多的关系又为另 
一一对多的关系的逆关系，也就是，既是一对多又是多对一的关 

* “ x 的 R 关系者”原文为 “The R of a :”， 其中有一定冠词 “ the ”， 所以原文在 
此尚有一句解释：因为正确地使用的定冠词 “ the ” 必定含冇唯一的性质^但在汉语中无 
定冠词，在这里我们无法将上句翻译出来。因此，我们索性将上面一句省去^由此可 

以知道原来在英文里是十分明显的思想，在汉语里却不容易看出，这是语言文宇方面 
的差异造成的。——译者 
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系。至于一对多的关系可以定 义为: 如果 X 与^有所说的关系，则 
没有其它的项/也与 y 有此关系。 一 对多的关系或者还可以定义 
如后: 给定一关系与两项 X 和 V ， X 与之有给定关系的各项和 X ' 

与之有此关系的各项之间并无共同分子。又或我们可以利用“关系 
积 ” (relative product ) 来定义一对多的关系，所谓 R 与 S 二关系的 

“关系积”仍是一 关系： 如在 x 与 z 之间有一中间项使得 x 与：|， 
有 R 关系， y 与^有 S 关系，则称 X 与 z 有此 关系； 至于一对多的 
关系即是一关系与其逆关系的关系积包含等同关系。例如，设 R 
为父亲对儿子的关系，又令 R 关系与其逆关系的关系积为 S ， x 与 
2 之间有 s 关系即是另有一;％ x 与少有 R 关系即 x 是^的父亲， 
48 又/与 2 有尺的逆关系，即7是2的儿子，显然，在这个情形中 ，； c 
与^必是同一人。然而另一方面，如果我们就父母与子女的关系而 
论，因为这关系不是一对多的，我们就不再能 断言： 如果: v 是少的 
父母，又7是^的子女，则^与 z 必是同一人，因为; c 与 z 二人中 
可能一人是^的父亲，另一人是^的母亲。以上的例子可以说明 
一 对多的关系的特征，凡一对多的关系与其逆关系的关系积皆包 
含等同关系。在一对一关系的情形下不仅一关系与其逆关系的关 
系积包含等同关系，即其逆关系与关系本身的关系积也包含等同 
关系。给定一关系 R ， 如 x 与 y 有 R 关系，我们可以作一个方便的 
设想，把7看作是从 X 经 “ R - 步”而达 到的； 同样， X 可由 后退 R - 
步”而达到。 R - 步后继之以后退步一定把我们带回到原来的出 
发点，这是我们已经说过的一对多的关系的特征。但是其它关系， 
就决不会有这样的情形；例如设 R 为子女对父母的关系， R 关系与 
其逆关系的关系积是“自己或兄弟姊妹”的关系，又如 R 是孙子孙 
女对祖父母的关系，则 R 与其逆关系的关系积是“自己或兄弟姊妹 
或堂兄弟姊妹”的关系。我们须注意两个关系的关系积不是一般 
地可以交换的，或者说关系 R 与 S 的关系积和 S 与 R 的关系积一 
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般地并不相同。如父母与兄弟的关系积是“伯叔或舅”的关系，然 
而兄弟与父母的关系积仍是父母关系。 

一对一的关系使两类一项与一项对应，使得两类中任一类的 
每一项在另一类中都有对应者。当两类中没有共同的分子时，这 
样的对应是最易了解的，如象丈夫类和妻子类；因为在这样的情形 
中，关系域中任取一项我们立即可以知道对应关系是否是从这一 
项出发还是到达这一项。为方便起见，我们称关系由之出发的项 
为 关系者 ( referent )， 称关系所及的项为被 关系者 （ relatum )。 如 x 

和7是丈夫和妻子，那么对于“丈夫”关系而言， x 是关系者，> 是 
被关系者，但是对于“妻子”关系而言，7是关系者，％是被关系者。 
我们说一关系与其逆关系有相反的“意义”，因而从 x 到7的关系 
的意义和对应的从^到 x 的关系的意义相反 。一 关系有一个“意义” 
这是一个基本的事实，它也就是为什么次序能由适当的关系产生 
的部分原因。注意， 一 给定关系的一切可能的关系者所形成的类 
是此关系的前域，一切可能的被关系者所形成的类是它的后域。 

可是一对一关系的前域与后域常会相交，或说，有共同分子。 
就取前十个整数 (0 除外）为例，于每一数都加1;这样我们有下面 
的整数 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11。 

而不是从1到10的前十个整数。除了在幵始时去掉1，并且在最 

后加上11以外，这些数与前十个并无不同。它们仍然是十个整 

数；由于一个一对一的关系， BP ， 《对《 + 1的关系，它们与前十个 

相对应。或者，我们不在原来的十个整数上加1，而足使每一个整 

数都加倍，这样我们得到十个整数 

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 1 S ， 20。 

这里我们仍然有五个原先的整数， B 卩， 2, 4, 6, 8, 10。 在这个 
情形中的对应关系是一数对于它的 2 倍的关系，也是一个一对一 
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的关系。或者我们还可以使每一数为它的平方所代替，如是得到 
如下的集合： ^ 

1， 4, 9， 16, 25, 36, 49, 64, 81， 100 o 

在这个场合仅有三个原先的数被樣留，就是1，4, 9。类似这样的 
对应可以有无穷多。 

以上这类情形中最有趣的一 种是： 一个一对一关系的后域虽 

不等于前域，却是前域的一部分这样的情形。如果我们不把前域 

50 限制于十个整数，而考虑所有的归纳数，可以解释这个情形。我们 

将所讨论的数排成两行，一数的对应者直接排在这数下面，因而， 

若对应关系是《对《 + 1的关系，我们有如下的 两行： 

1，2，3，4，5，…， "，… 

2，3，4，5，6，…，《+1， •“ 

若对应关系是一数对于它的倍数的关系， 则有： 

1，2，3，4，5，…，《， … 

2 ， 4, 6 ， 8，10 ，…， 2/7， … 

又若对应关系是一数对于它的平方的关系，这两行 就是： 

1，2，3，4， 5，…， n , … 

1，4, 9, 16, 25, .. •，沪，… 

在所有这些情形中，所有的归纳数全出现在上一行中，只有一些归 
纳数出现在下一行中。 

当我们讨论到无穷时，“后域是前域的真部分”这一种情形将 
重新成为我们研究的对象，至于现在，我们只须注意它们存在并且 
需要研究。 

另一类重要的对应是所谓的“排列' 在各种不同的排列中前 

域与后域是等 同的。 试就三个字母的六种可能的排列而论 ： 

a ， b，c 

h b 
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c ，b，a 

六种排列中每一种都能够从其它的任何一个由对应关系得到。以 ^ 
第一个与最后一个， （ a ， 6， O 与 （ c ， a ) 为例。在此 a 对应于 
^ b 对应于它自己，又 c 对应于 a 。 很明显，两神排列的组合也 
是一种排列，或说，一给定类的各种排列形成一个所谓的“群”。 

各种不同的对应在各种不同的方面有其重要性，有些是为了 
某个原故，有些是为了另外的目的。至于一般的一一对应的槪念 
在数学的哲学中极其重要，我们已经见到一部分，此后还要更充 
分地讨论。下章即讨论这槪念的许多用途中的一种。 
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第 穴 章关系的相似 


在第二章中我们已经知道如果两个类相似，或说，如果有一个 

一对一 的关系以一类作为它的前域，另一类作为它的后域，那么这 

两类就有同样的项数。在这样的情形下，我们说这两类有一个“一 
一 对应”关系。 

在本章中我们要定义一个关系之间的关系，这个关系间的关 
系之于关系，就象类的相似之于类。这关系我们将称为“关系的相 

似”;或者如果我们希望用一个不同的字以别于类的相似时，则可 
称之为“相仿”。然则相仿如何定义？ 

我们仍然须利用“对应”的概念：假定一关系的前域与另一关 

系的前域对应，又后域与后域 对应； 然而仅仅这一点，对于我们希 

望于两个关系所有的観，■是 w 的。我们所希望的是，不论何 

时，两项间有其中一个关系，则两项的对应者必有另一关系。这一 

类情形显而易见的例子就是地图。当一地在另一地之北时，在地 

图上，相当于这个地方的地点也是在相当于另一个的地点的上面， 

又， 一 地在另一地之西时，在地图上，相当于这个地方的地点也是 

53 相当于另一个的地点的左面；诸如此类。 一 个国家的地图的结构 

相当于这个国家的结构。一个国家的地图中的空间关系和这个国 

家中的空间关系有一种“相仿”。我们所想定义的正是关系之间的 
这种关联。 

我们裘養手窀 义“補(”戋 系 、 为了 节傻居 安激奶可认福热实 

种限制。在定义中，我们要使我们自己限制于有“关系域”的那些 
关系，亦即可以从它的前域和后域构成一个单一的类的关系。这 
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种情形可并不常有。举“前域”关系为例。所谓前域关系就是一关 
系的前域与这关系之间的关系。这个关系以所有的类作为它的前 
域，因为每一个类都是某个关系的 前域; 而以所有的关系作为它的 
后域，因为每一个关系都有一个前域。但是类与关系不能合在一 
起形成一个新的单一的类，因为它们属于不同的逻辑“类型” 


( types )。 我们不必详论困难的类型论，但是当我们避免作详细的 
讨论时，最好还是约略地知道一点。我们可以说只有当一个关系 
是“齐性的” ( homogeneous ) 时候，也就是，只有当一个关系的前域 

和后域属于相同的逻辑类型时，一个关系才有一个“关系 域”; 至于 
这个规定的理由我们暂不必追究。作为“类型”的意义的粗略说 
明，我们可以说，个体，个体的类，个体之间的关系，类之间的关系， 
类与个体之间的关系等等，都是不同的类型。现在既然相仿的槪 
念应用于非齐性的关系是不大有 用的； 因此在定义相仿时，我们只 
讨论有关系域的关系，不相干的关系可以弃置不论，以简化我们的 
问题。这稍微限制了我们的定义的普遍性，但这种限制没有什么 
实际的重要性。这一点既经申明，以后不再提及。现在我们可以 
定义两个关系 P 和 Q “相似”，或者有“相仿关系” 如下: 如果有一个 
一对一的关系 S ， 它的前域是 P 的关系域，后域是 Q 的关系域，并 
且若一项对另一项有 P 关系，则此项的对应者与另一项的对应者 
有 Q 关系，反之，若一项对另一项有 Q 关系，则此项的对应者与另 


一 项的对应者有 P 关系。右边 
的图可以使这一点更为清晰。 
设 ' 为有 P 关系的二项。如 
是则有二项 Z ， M ，， 使得 X 对 Z 
有 S 关系 j 对 W 有 S 关系，并 
且 z 对 w 有 Q 关系。如果对 



Q 



于每一对象 a •和的项，便发生图中的情形，又如对于每一对象 z 
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和 W 的项，便发生图中逆转的情形，那么，显然对于每一个 P 关 
系成立的例子，便有一个 Q 关系成立的对应的例子，反之，对于每 
一个 Q 关系成立的例子，便有一个 P 关系成立的对应的例子;这就 
是我们希望由定义而得到的情形。在上面定义的草案中有些重复 
累赘之处可以删去，我们只要注意当以上的情形出现时，关系 p 即 
是 s 和 Q 以及 s 的逆关系三者的关 系积； 也就是，如经 P - 步可从 
X 到尺 则先从 X 经 S - 步到 L 继之由 Z 又经 Q 步到 W ， 然后从 W 
退回 S - 步亦可到 J ；， 前一步骤可以为后面三步骤所代替。是以我 
们可以建立如下的 定义： 

如果有 P ， Q 二关系及一个一对一的关系 S ， 又 S 的后域即 
Q 的关系域，并且 P 是 S 和 Q 以及 S 的逆关系三者的关系积，则 
称 S 为 P 与 Q 的一个“关联者” （ correlator ) 或者一个“序的关联 
者 ’’（ordinal correlator )。 

如 P 与 Q 二关系至少有一个关联者，则称关系 P 与 Q “相 
似”或有“相仿关系”。 

从以上两定义可知我们在前面判定为必需的条件它们确都 
具有。 

当两关系相似时，凡不与它们的关系域中实际各项有关的性 
质，它们都共同具有。例如，一关系是示异的，另一关系也必是示 
异的 ，一 关系是传递的，另一关系也必是传递的，一关系是连通的， 
另一关系也必是连通的。因此，如果一关系是序列的，另一关系也 
55 是序列的。又如一关系是一对多的或一对一的，另一关系也是一 
对多的或一对一的;如是类推，以至关系的一切普遍的性质。并且 
即使有一些语句是涉及一关系的突系域中实际各项的，这些语句 
应用于此关系的相似关系时可能不真，然而它们也常可翻译成类 
似的语句。这种讨论可能将我们引导到一个问题，这问题在数理 
哲学中很重要，然而至今不曾得到足够的认识。现在，问题可以叙 
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述如下： 

设有一个语言，我们知道它的语法和句法，但不知道它的词 
汇，然则在这语言中一个语句的可能的意义是什么，我们所不知的 
却使这语句真的一些词的意义又是什么？ 

这问题之所以重要，理由在于它比我们所能设想的更切近地 
表示出我们对于自然的知识的状况。我们知道某些科学的命题 
一--在最先进的科学中，它们是用数学符号表示出来的——对于 
这世界而言或多或少是真的，至于加在这些命题中的词项上的解 
释，我们却很茫然。关于自然的形式我们所知道的远比关于自然的 
质料知道的为多（我们姑且采用形式，质料这一对旧名词)。因此， 
当我们阐明一条自然律时，我们真正知道的只 是:我 们的词项或许 
可有某一个解释使这定律接近于真。因而下面的问题非常重 要:假 
若一个定律是以我们不知道其实质意义，仅知道其语法和句法的 
词项所表示出来的，那么这定律的可能的意义是什么7这个问题 
正是上面提出的问题。 

现在我们暂置这个普遍问题不论，在一个稍后的阶段再来探 
讨；我们要回到相仿关系这个主题，作进一步的研究。 

我们已经知道，当两关系相似时，除了依附于两个关系域的各 
项的性质而外，这两关系的性质是相同的，由于这个事实，我们可 
以希望有一个专门名词给所有与一给定关系相似的关系一个总 
称。正如我们称相似于一给定类的那些类的集合为该类的“数”， 
所以我们也可以称所有相似于一给定关系的那些关系的集合为该 
关系的“数”。但是为了避免与适用于类的数混淆起见，在这种关 
系相似的情形下，我们将称之为一个“关系数”。于是，我们有下面 
的定义： 

一给定关系的“关系数”是所有与这给定关系相似的关系 
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的类。 
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至于一般的“关系数”，是所有那些关系的类的集合，而这些关 
系类乃是各种不同的关系的关 系数; 或者同样的 ，一 个关系数是一 
个关系的类，由所有与这类的一分子相似的关系所组成。 

当必需分别类的数，使它 o 不致和关系数相混淆时，我们将称 
它们为“ 基数” （cardinal number ). 因而，基数是适用于类的数。 

它们包括日常生活中的普通整数，也包括某些无穷数，这些无穷 

数，我们以后将要谈到。如不致引起误会，此后我们说到“数”而不 

加限制时，要知道我们所指的乃是 基数。 我们须记住一个基数的 
定义是： 


一 给定类的“基数”是所有与这给定类相似的类的集合。 
关系数最显著的应用是用于 序列。 当两个关系有相同的关系 
数时，它们可以看作是同样的长。两个 有穷序 列有相同的关系数， 

——譬 


当且仅当它们的关系域有相同的基数(相同的项的基数）， 

如，15项的一个序列和任何其它有15项的序列有相同的关系数， 
而不和一个14项或16项的序列有相同的关系数，自然，也不和不 
是序列的关系有相同的关系数。因此在有穷序列的十分特殊的情 

形下，基数与关系数之间有一种平行关系。适用于序列的关系数可 
以称做“序列数 ” (serial number ) (通常所谓“序数 ” 〔ordinal num - 


ber 〕 乃是序列数的子类 〔 sub-class 〕)。 因之当我们知道一有穷序列 
的关系域中项的基数时，它的序列数也可以确定。如果《是一个 
有穷基数， 一个〃 项序列的关系数即为 f 序数” 《( 此外也有无穷的 
序数，但我们将在较后的章节中讨论)。当一序列的关系域中项的 
基数是无穷时，这序列的关系数不只由基数来确定，确实对于一个 
无穷基数存在着无穷多的关系数，临到讨论无穷序列时我们就可 
以见到。如果一个序列是无穷的，它的“长度”，也就是关系数，可以 

改变，而基数方面没有任何变化，但若一个序列是有穷的，这种情 
形不会发生。 
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我们可以定义关系数的加法和乘法如同定义基数的加法和乘 
法一样，并且可以发展出一个完整的关系数的算术。通过研究序 
列的情形,可以很容易地看出完成这件工作的方法。例如，假若我 
们希望定义二不相交序列之和，使二序列之和的关系数能以二序 
列的关系数之和来定义。首先，二序列显然含有一个序，其中一个 
必是在另一个之前。如果 P 和 Q 是产生这两序列的关系，将 P 置 
于 Q 前，在二者之和的序列中， P 的关系域中每一分子都在 Q 的 
关系域中每一分子之前。这样，我们要定义为 P 与 Q 之和的序列 
关系不是简单地 “ P 或 Q ”， 而是 “ P 或 Q 或 P 的关系域中任一分子 
对于 Q 的关系域中任一分子的关系”。假定 P 和 Q 不相交，这个 
关系是序列的，但是 “ P 或 Q ” 由于不是连通的不是序列关系，因为 
在 P 的关系域中任一分子与 Q 的关系域中任一分子间没有序列 
关系，以上定义的 P 与 Q 之和才是我们所需要的，为了定义二关 
系数之和所需要的。为定义乘积与乘方也需要类似的变更或限 
制。这样所得到的算术不服从交换律，二关系数之和或积一般地 
依赖于它们的先后次序。可是这个算术服从结合律和一种形式的 
分配律以及两个乘方定律，这些定律都不仅适用于序列数，并且一 
般地适用于关系数。关系算术虽然最近才发展，事实上却是数学 
中非常值得重视的一个分支。 

我们不要仅仅因为序列对于相仿概念有很显著的应用，便以 
为它没有其它重要的用途。我们已经提到过地图，从这个例子我们 
可以把我们的想法更一般地推广到几何学。如果有适用于项的某 
个集合的一个关系系统（因之而有适用于项的某个集合的几何学） 
与适用于项的另一个集合的系统完全相仿，那么这两个集合的几 
何学从数学的观点看没有分别，也就是，除了在一个情形下适用于 
项的一个集合，在另一个情形下适用于项的另一集合这一点而外， 
两个几何学中所有的命题都是相同的。我们在第四章中所讨论的 
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“在……之间”关系可以说明这一点。在第四章中我们已经见到，如 
果有一个三项关系有某种形式的、逻辑的性质，它就产生序列，并且 
可以称之为“在……之间关系”，给定任意二点，我们可以用在 … • 
之间关系来定义为这二点所决定的 直线; 它包含 a ， 6和所有的点 

夂，使得在 . 之间关系在 a ， 及 x 三点间依某种次序成立。韦布 

伦 （ O . Veblen ) 曾经 证明： 我们的整个空间可以看作是一个三项的 

在……之间关系的关系域；并且以属于我们的在……之间关系的 
59 性质来定义我们的几何学①。三项关系间的相似关系和二项关系 
之间的相似关系一样容易定义。如果 B 和 B ' 是两个在……之间关 
系，的意思是“对于 B 而言， x 在 和 z 之间”。设有一 
个一对一的关系 S ， 以 B 的关系域为前域，的关系域为后域，又 
关系 B 在三项间成立当且仅当 B ' 在这三项的 S 对应者间成立。则 
称 S 为 B 与 B ' 的一个关联者。当 B 和 B ' 至少有一个关联者时，即 
称 B 和 F 相仿。读者不难了解，如 B 和 W 是在这种意义上相仿， 
在由 B 产生的几何学与由产生的几何学之间不会有什么区别。 

因之，数学家，即使是一个研究应用数学的数学家，都无需涉 
及他的点，线，面的特殊本质或内在性质。我们可以说，几何学中 
与定义无关的那些部分之所以接近于真理，是有经验的根据。至 
于“点”是什么，却没有经验的 根据。 它必须是某种东西尽可能近 
似地满足我们的公理，但它不必是“十分小的”或者“没有部分”。 
只要它满足公理，是否很小，或是否没有部分，是无关紧要的。假 
若我们能从经验的材料中构造出一个逻辑的结构满足我们的几何 
公理，无论如何复杂，这个结构仍可以合法地称为是一个“点”。我 
们不可以说此外别无其它的东西可以合法地称为是一个“点”。我 


①三项之间关系不适用于椭圆空间，而仅适用于其中的直线是开序列的空间^ 
见 Modern Mathematics,edited by J. W* A # Young pp, 3—51 (monograph by O* 
Veblen “The Foundations of Geometry ”）。 
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们只可 以说： “我们构造出来的这个对象是满足几何学家的条件 
的;它可能不过是满足几何学家的条件的许多对象中的一个，但是 
这对于我们是不相干的，因为就几何学与定义无关的部分而论，这 
个对象足够保证几何学的经验的真实性，以上不过说明一个普遍 
的原则，在数学中，甚至在很大的程度上在物理科学中，重要的不 

是我们所研究的各项的内在性质，而是它们相互间的关系的逻辑 
性质 o 


我们可以说两个相似的关系有相同的“结构”。为了数学的目60 
的（虽则不是为了纯粹哲学的目的)关于关系唯一重要的事 是：它 
在何种情况下成立，而不是关系的内在性质。正如一个类可以由 
各种不同然而外延相同的概念来定义一样——例如，“人”和“无羽 
毛的两足动物”——两个从概念上说不同的关系可能在相同的一 
类实例中成立。所谓一个关系在其中成立的“实例”应设想为有先 
后次序的一对项，其中一项在先，另一项 在后； 自然，这一对应是第 
一个项对于第二个项有我们所讨论的关系。举“父亲”关系 为例： 
所谓这关系的“外延”我们可以定义为一切有序的对子 ( X ， J 0 的类， 
而在这样的对子中 X 是 y 的父亲。从数学的观点看，关于父亲关 
系唯一重要的是这关系确定了有序的对子的一个集合，确定了外 
延。一般 地说： 


一关系的“外延”乃是一个有序的对子 (X， w 的类，在对子中 X 
对少有所说的关系。 


现在我们可以在抽象的程序方面更 
进一步而讨论“结构”的意义是什么。给 
定任一关系，假若它是足够简单的，我 
们可以构造一个它的图象。为了明确起 
见，让我们取一关系作例，它的外延是下 
面的对子： ac ， fld ， &， ce ， 也，办此处 fl ， 6， c ， d ， e 为任 
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意的五项。我们可以作这个关系的一个图象，在平面上先取五点, 
然后用箭头把它们连接起来，如59贝的图。这图所显示的就是我 
们所谓的这关系的“结构”。 

显然，关系的结构并不依赖于构成这关系的关系域的那些特 
殊的项。关系域可以改变，而结构并不改变，同样，结构可以改变 
而关系域并不改变-一例如，如果我们在以上的例子中加上对子 
我们改变了结构，但没有改变关系域。对于两个关系设若可以 

61 构造一个相同的图象，-或者二关系中，其一为另一个的图象 

(因为每一个关系可以是它自己的图象），我们就说这两关系有相 
同的“结构”。我们稍一回顾，可以知道这就是我们所谓的“相仿” 
关系。这也就是说，当二关系有相仿关系时，或说，当它们有相同 
的关系数时，它们有相同的结构。因而我们曾经定义过的“关系 
数”即是我们以“结构”一词所模糊地表示的同一件东西。-—“结 
构”一词虽是重要的，然而用它的人从未(据我们所知)以精确的概 
念定义过。 

假若我们认识了结构的重要性，以及解决传统哲学中思辨问 
题的困难，传统哲学中大部分思辨问题都得以避免。例如，通常都 

说空间和时间是主观的，不过它们都有客观的复本；或者说，各种 
现象是主观的，它们的原因在物自身 (things in themselves ) ，如 

物自身引起现象间许多差异，则物自身之中必也有些差异对应于 
这些差异。凡作这些假定的学说，一般都认为我们对于客观的复 
本所能知道的极少。然而事实上，如果我们所陈述的这些假定是 
对的，客观的复本必形成一个世界，有与现象界相同的结构，并且 
凡可以用拙象的概念陈述出来，又已知对于各种现象为真的命题， 
客观的复本允许我们从现象推论出它们的真实性。假如现象界有 
三维，现象之后的世界必也是三维;如果现象界是适合于欧几里得 
几何学的，现象界之后的世界必也适合；如此类推。总之，每一个 
60 



意义可以交通的命题必定是对于两个世界都真或者都 不真： 唯一 
的差别恰恰是在于那 个个体 性的本质总是难以名状的，而正是因 
此，它跟科学无关。而那些哲学家在诋毁现象时，心目中唯一的 
目的在为了说服自己和 他人： 真实世界和现象世界是大不相同 
的。他们想证明这样一个命题，我们十分同情他们的愿望，但是他 
们的成就我们却不敢恭维，诚然有些哲学家并不断定相对于现象 
另有一个客观的复本，这些哲学家自然避免了以上的论证。而断 
定这么一个复本的哲学家一般地对于这个问题异常缄默，或许因 
为他们本能地感觉到，如果追究下去，将要使真实界与现象界十分 
接近。如果他们探究这个题目，他们几乎不能避免我们以上提示 
的结论。在这些方面，也在其它方面，结构的概念或关系数的概念 
是很重要的。 
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第七章有理数、实数和复数 


我们已经知道如何定义基数和关系数，通常所谓的序数乃是 
一种特殊的关系数。这两种数既可以是有穷的，也可以是无穷的。 
但是按照实际情况来说，这两种数都不可能推广到我们比较熟悉 
的数的概念，即推广到负数，分数，无理数和复数。本章中我们将 
简短地提出这各种推广的逻辑定义。 


在数的推广这一方面，使正确的定义迟迟才发现的错误之一 
是：普通的观念总以为数的每次推广都包含原来的数作为一种特 
殊的情形。在讨论正负整数时，通常 认为： 正整数可能即是原来 
没有符号的整数。并且认为分母是1的分数可能就和分数的分子 
相等。又无理数，如2的平方根，通常也假定和有理分数排在一 '起， 
它大于一些有理分数，同时小于其它有理分数，这样，有理数和无 
理数可以合成一类，即所谓“实数”。当数的概念更向前推广，至于 
包括“复数”，即含 一1 的平方根的数时，普通又以为实数可以看作 
64 是虚数部分（也就是为一 1的平方根的倍数的那一部分）为零的 
复数。所有这些假定都是错误的，并且我们就要知道，如果有了正 
确的定义，所有这些假定都必须抛弃。 

让我们从正负整数开始。稍加思索，我们便知+1与 一 1显然 
必定都是关系，并且事实上必是互为逆关系。明显而又充分的定 
义是：+ 1 是 /? + 1对 于”的 关系， 一 1是《对于 «+1 的关系 。一 
般地，如⑺是任何归纳数，对于任何^而言， + w 是 rt + m 对于《 
的关系，一所是《对于 《 + w 的关系。依据这个定义，只要 / Z 是一 
个基数（有穷的或者无穷的）并且 m 是一个归纳基数， + w 是一个 
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一 对一的关系。但是 + W 无论如何不能等同于 W ， 因为 m 不是一 

个关系，而是许多类的一个类。实在，从任何一点看都和 W 
不同，正如一 W 和州不同一样。 

分数较之正负整数更有趣。为了许多种需要，最明显的或许 
是为了测量的需要，我们要有分数。我的朋友及合作者怀特黑博 
士 （ Dr . A . N . Whitehead ) 曾经发展了一个分数的理论，特别适合 
应用于测量，这个理论陈述在 《 数学原理 》 (？ rincipia Mathematica ) 

一书中①，但是如果全部需要是定义的对象具有所要求的纯数学 
性质，我们可用较简单的方法达到这个目的，这个方法我们在此处 
即将采用。我们将定义为，当时，二归纳数 X ， y 之 
间的一个关系。假定所， 〃俱不 为零，这个定义能够使我们证明， 

是一个一对一的关系。至于《/爪乃是的逆关系。 

从以上的定义，我们了解分数 m /1 乃是二整数 X ，在 x^my 
情形下所有的关系。这个关系如同关系 +w —样决不能和归纳基 
数 w 等同，因为关系和一个类的类是全然不同的两个东西③。我们65 
又可以看出，无论《为什么归纳数，0/«总是同一个关系，简言之， 
就是0与其它的任何归纳基数之间的关系。我们可以称之为有 
理数的零；自然，它不等同于基数0。反之，不论 m 为什么归纳数， 
w /0 也总是同一的。没有任何归纳基数对应于 m /0, 我们可以称 
之为“有理数的无穷”。它是数学中惯见的无穷数的一例，通常以 
“ oo ” 表本。它是和真正的康托的无穷数 (Cantorian infinite ) 全然 

不同的一种无穷，关于康托的无穷我们将在下章中讨论。有理数 
的无穷，就其定义或用途而言，不要求任何无穷的类或无穷整数。 

事实上，有理数的无穷不是一个很重要的概念，假若有任何 理由， 

① vol _ iii _ * 300 ff •特别是303。 

② 自然，在实用上，營如一个分数大于或小于分数1/1，我们仍然会说是大于或 
小于 U 只要我们了解分数1/1和基数1并不相同，固不必常常拘泥于这个区别。 
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我们简直可以废除不用。反之，康托的无穷数却十分重要，极其基 
本；对它的了解开辟了一条道路，通到全新的数学和哲学的领域。 

从以上我们可以 看出： 在分数中只有零和无穷不是一对一的 
关系。零是一对多的，无穷是多对一的。 

定义出分数间的大于或小于关系并不困难。给定二分数 
和八~，假 若”沒 小于 W ， 我们即说 tn/n 小于 p / q 。 不难证明，这样 
定义的小于关系是序列的，因而分数形成一个以大小为序的序列。 
在这序列中，零是最小的一项。无穷是最大的一项。如果我们从序 
列中除去零和无穷，就不再有最 小的或最大的分数；如是零 
和无穷以外的任一分数，显然我们有不是零也不是无穷的 m /2/ /和 
2 m / w ; 其中 m /2 n 较 m / n 更小，而 2 m / n 较 m / n 更大，因而 m / n 不 

66 是最小的也不是最大的分数，既然是任意选定的分数，所以 
我们得出 结论： 当0和无穷除去后， ’分 数的序列中既无最小的分 
数，也无最大的分数。同样，我们还可以证明，不论两个分数如何 
接近，在它们之间总有别的分数。因若令 m // i ， 为二个分数， 
P /^ f 大于 m Mo 显而易见，0 + /0/(« + ?)大于 w / n 并且小于 
(证明也是同样的明显而容易）。因此在分数的序列中没有两项是 
相连的，在任何两项之间总有其它的项。而因在其它的一些项中 
间又有一些別的项，如此类推以至无穷，所以任何两个分数，无论 
它们如何接近，在它们之间显然有无穷多的分数①。在任何两项 
间总有其它的一些项，因而没有两项是相连的，具有这样性质的序 
列称为“紧致的” （ compact )。 所以侬大小次序排列的分数形成一 

个“紧致的” 序列。 这样的序列具有许多重要的性质，我们须 注意： 
分数是不借助于空间，时间或其它的任何经验材料，纯粹由逻辑而 
产生的紧致序列之一例，注意到这一点是很重要的。 

①严格说来，这个叙述以及本章末的一些叙述都隐含着“无穷公理”，关于这个 
公理，我们以后将要讨抡。 




正负分数可以用类似于我们定义正负整数的方法而定义。在 
首先定义出两个分数与 / Vg 之和为(〃叫+押)/叫以后，我们 
定义 十 / V ^ 为 m / n + p / q 对于 m /« 的关系，此处" V "为任何分数； 
至于一/ V ?，自然是 + P 匆的逆 关系。 以上定义正负分数的方法并 
不是唯一可能的方法，不过为了与我们在整数的情形下所采用的 
方法有一个显著的适应起见，自以这个方法为方便。 

现在我们来研究数的概念的一个更有趣的推广，亦即推广到 
所谓“实数”。实数除有理数外，也包含无理数。在第一章中我们 
曾经提到过“不可通约数”，以及它们为毕达哥拉斯所发现。就是 67 
由于不可通约数，即由于几何数，无理数第一次为人所考虑。边长 
一 寸的正方形，它的对角线的长度是2寸的平方根。然而如古人 
所已发现的，没有一个分数，它的平方是 2 。这个命题的证明载于 
欧几里得的 < 几何原本》第十卷，这本书以前用作教科书 ，一 些学童 
们曾经猜想有数卷幸运地已被遗失，第十卷即是其中之一。至于 
命题的证明非常简单。假若 2 的平方根确是一分数，令这分数为 
m/n ， 因之 二 2,亦即， wi 2 = 2« 2 。 如此， m 2 为一偶数，而因奇 

数的平方是奇数，所以饥也必是一偶数。现在如讲是偶数， w 2 必 
可被 4 整除，因若爪=办，则州 2 =却 2 。这样我们就有知 2 = 2 « 2 ,其中 
P 为 m 的二分之一。因此 2p 2 = ： n 2 9 n/p 也是2的平方根。于是，我 
们可以重复这个论 证:若 n ^2 q , p / q 也是2的平方根，如此继续， 
通过一个无尽的数的序列，其中每一数为其前趋的一半。但是这 
是不可能的，因若我们以2除一数，然后再以2除，一直下去，在一 
个有穷的步骤以后，我们必定得到一个奇数。或者我们可以将以 
上的论证更化简，假定我们着手的是已约为最简的分数，在 
这样的情形下， m 和《不能俱为偶数;但是我们已知若 = 
⑺和〃必定都是偶数，得出的结果和假设矛盾，是以不可能有任何 
分数 m / n ， 它的平方是2。 
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因此没有分数能够准确地表示边长一寸的正方形的对角线的 
长度，这似乎是自然向算术挑战。虽然数学家(如毕达哥拉斯)可 
以夸张数的力量，自然却似乎能以不可由单位来衡量的长度而使 
他受困。这问题不仅限于这种几何形式。一旦代数发明以后，在 
解方程式中这问题也立即出现。不过在代数中，因为还牵涉复数， 
所以问题采取更为广泛的形式。 

很明显，我们可以找到一些分数，它们的平方是愈趋愈近地接 
68近于2。我们可以构成一个递增的分数序列，所有这些分数的平 
方都小于2,而较后的一些分数和2的差又小于任何给定的数。也 
就是说，假若我们预先给定某一个很小的数，譬如一万亿分之一， 
在序列中我们可以找到某一项，譬如第十项，在这一项后所有各 
项，它们的平方与2之差都小于给定的数。如果给定一个更小的 
数，我们须沿着序列更向前进，然而在这序列中我们迟早总可达到 
一项，譬如说第二十项，在这一项后所有各项，它们的平方与2之 
差小于已经给定的更小的数。假若我们用普通的算术法则，求2 
的平方根，那么我们将得到一个无尽的小数，求到若干位以后， 
它和 2 之差，恰合上面的情况。同样我们也可构成一个递减的 
分数序列，所有这些分数的平方都大于2,在序列向后的各项中， 
它们的平方与2之差越来越小，迟早会小于任何给定的数。在这 
样的情形下，我们似乎是在2的平方根附近布下一道防线，说它能 
永远逃出我们的布防，似乎是不可相信的事。然而用这种方法，我 
们确实将得不到2的平方根。 

如果我们将所有的分数按照它们的平方是否小于 2 而分为二 
类，我们将发现那些平方不小于2的分数就是平方大于2的分数。 
在平方小于2的分数中没有极大 ( maximum ), 在平方大于2的分 
数中没有极小 ( minimum ), 平方略小于2的分数与平方略大于2 
的分数，它们之差，除零而外没有下极限。总之，我们可以将所有的 
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分数分成二类，使得一类中每一项都小于另一类中的每一项，在一 
类中没有极大，另一类中没有极小。在这两类之间，应该是 〆 Y 的 

地方，却没有任何东西。所以我们虽是将防线布置得尽可能地严 69 
密，可是布错了位置，扑了一个空，没有将■捕获。 

将一序列中所有各项分为二类，使其中一类的各项全先于另 
“类的各项，如上面所使用的方法由于戴德铿 ( Dedekind ) 的研究 
而著名①，所以名为“戴氏分割” ( Dedekind’s cut )。 关于分割点有 

四种可能的情形发生:（1)在下部 (按: 即由分割所得二类中较小的 
一类）中有一极大,在上部 (按: 即较大的一类）中有一极小， （2) 在 
下部中有一极大，而在上部中无极小， （3) 在下部中无极大，而在上 
部中有极小，（ 4 )在下部中既无极大，在上部中也无极小。四种情 
形中，第一种可以用有相连的项的序列作为说 明：例 如在整数的序 
列中，下部必以某 一数〃 作为终结，并且上部必以《+1作为开始。 
第二种情形可以分数的序列作为说明，假使我们取到1为止并且 
包括1在内的一切分数作为下部，则上部即是所有大于1的分数。 
第三种情形的解释类似于第二种情形，假使我们取所有小于1的 
分数作为下部，上部即是从1以上(包括1自己在内）的一切分数。 
第四种情形如我们已经见到的，如我们取平方小于2的所有分数 

作为下部，平方大于2的所有分数作为上部，这种分割即可作为 
说明。 

第一种情形因为只在有相连的项的情形下才发生，我们可以 
略而不论。在第二种情形中，我们称下部的极大即上部的下极限， 
或者是上部中任意取出一些项的集合的下极限 （lower limit )， 只 

要在上部中没有一项是先于这一项集中的所有各项。在第三种 

①《连续性和无理数 》 (Stetigkeit und irrationale Zahlen ), 2 nd edition ， 不 f 仑 
瑞克， 1892, 按 :此文 有英译，载戴德铿 文集： 《论数》 ( Dedekind:Essays On Number) 
一书中，为 Prof • Wooster Woodruff Beman 所译。 
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情形中，我们称上部的极小即下部的上极限 （upper limit ) 或者是 
下部中任意取出的一个项集的上极限，只要在下部中没有一项是 
70 后于这一项集中的所有各项。在第四种情形中，我们说有一“空 
隙”:上部和下部都没有一个极限或末项。我们也可以说在这样的 
情形中我们有一个“无理分割”，因为分数序列的分割有一些“空 
隙”，这些空隙即对应于无理数。 

真正的无理数理论发现很迟的原因在于一个错误的信念，就 
是以为分数的序列必定总有“极限 ”( limit )， “极限”的概念非常重 
要，在继续讨论以前，最好先作“极限”的 定义： 

设有一项 心一类 《及一关系 P ， 如 （1) 对于 P 而言， a 没有极 
大，（2> 的每一属于 P 的关系域的分子都先于 x ，(3) P 的关系域 
中先于^的每一分子先于 a 的某一分子（所谓“先于”意即“对于其 
它东西有 p 关系”），合乎这三个条件，即称 x 为对于 P 而言的类 a 
的“上 极限' 

在以上定义中假定了“极大”概念，现在再定义极大概念 如下： 

设有一项一类《及一关系 P ， 如^为 a 的一分子，并且属 
干 P 的关系域，又 X 对于《中其它任何分子均无 P 关系，则称 X 
为对于 P 而言的 a 的“极大”。 

这两定义并不仅适用于量。譬如，给定时间的瞬间的一个序 
列，依先后次序而排列，它们的“极大”(如果有的话)即是最后一瞬 

间，但若这序列依后先次序而排列，它们的极大(也如果有的话)即 
是最先一瞬间。 

对于 P 而言一类的极小乃是对于 P 的逆关系而言该类的极 
大;对于 P 而言一类的“下极限”乃是对于 P 的逆关系而言，该类 
的上极限。 

极限与极大的概念本质上并不要求只是对于序列的关系才能 
定义，但是除序列关系及类似序列的关系而外，其它的关系极少重 
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要的应用。“上极限或极大”的概念常是很重要的 概念，我 们简称 
之为“上边界 ” (upper boundary ), 因而，在一序列中，任取一些项 

的集合，如若它有末项，它的上边界即是它的末项，如若它没有末 
项，但若在它所有各项之后仍有一些项，它的上边界即是这些项的 
首项。如若一项集既没有一个极大也没有一个上极限，那么也没 
有上边界。至于“下边界”即是下极限或极小。 71 

现在我们重新回到戴氏分割的四种情形，我们知道在前三种 
情形中，每一个分割有一个边界(不管是上边界或下边界），而第四 
种情形却没有一个边界。我们也知道，无论何时下部有一上边界 
时，上部即有一下边界。在第二种或第三种情形中，上边界和下边 
界等同；在第一种情形中，它们是序列的相连的项。 

如一个序列的每一个分割都有一个边界，无论是上边界还是 
下边界；则此序列称为“戴氏的”序列。 

我们已经知道以大小为序的分数序列不是戴氏的序列。 

我们对于空间的想象使我们形成一个习惯，由于这个习惯人 
们于是以为序列必有极限，若是没有，似乎是个很奇怪的事。因 
之，既看出了平方小于2的分数中没有一个有理数的极限，他们便 
姑自“假设”一个无理数的极限，以它来填补戴氏“空隙”。在上面 
已经提到的书中，戴氏建立了一个公理，空隙必须永远填补起来， 
也就是，每一个分割必须有一个边界。就是为了这个原因，凡是适 
合他的公理的序列便叫做“戴氏的”序列。可是不适合这公理的序 
列也有无穷多个。 

将我们所需要的“假设”为公理，这个方法有许多方便，就象以 
盗窃的手段获得他人的血汗所得一样，常是代价少而得利多。可 
是让他人来利用这种方便，我们要继续我们老实而辛勤的工作。 

一个无理的戴氏分割显然在某种情形下代表一个无理数。为 
了利用这一点，使我们着手的不再是一个模糊的意识，我们必须觅 
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得某个方法，从这一点引出一个精确的定义；而为了这样做，我们 
又必须先从我们的心目中破除一个谬见，就是以为一个无理数必 
是一个分数集合的极限。正如以1为分母的分数不等同于整数， 
72 所以大于或小于无理数的有理数或以无理数作为其极限的有理数 
也必定不等于分数。因此，我们不得不定义一类新数，即所谓“实 
数”，在实数中有些是有理数，有些是无理数。有理数“对应”于分 
数，正如分数对应于整数《 —样，然而它们并不就是分数。为 
了判定实数究竟是什么，我们 注意： 一个无理分割代表一个无理 
数，一个分割的下部代表一个分割。让我们限制于下部没有极大 
的分割，在这种情形下我们称下部为一“节” （ segment )。 我们说对 

应于分数的节由小于其对应的分数的所有分数所组成，其所对应 
的分数即是节的边界，而代表无理数的那些节没有边界。无论有 
边界无边界，属于同一序列的任何两节，必是一节为另一节的部 
分，所以，所有各节全可按全体对部分的关系排成一个序列。有戴 
氏空隙的序列，或者说，其中有些节没有边界的序列，它所产生的 
节比它所有的项还多，因为每一项确定一以此项为边界的节，至于 
没有边界的各节却无一项与之对应。 

现在我们能够定义一个实数和一个无理数。 

一个“实数”即是以大小为序的分数序列中之一节。 

一个“无理数”即是以大小为序的分数序列中无边界的 
一节 。 

一个“有理实数”即是以大小为序的分数序列中有边界的 

一节。 

因之一个有理实数即是较某一分数小的所有分数所组成，而 
此有理实数即对应于该分数。譬如实数1即是真分数所组成 
的类。 

73 以前我们很自然地 假设： 一个无理数必是一个分数集合的极 


70 



限，其实是 :一个 无理数乃是在依全体与部分关系排列的节的序列 
中对应的有理实数集合的极限，例如 〆 了是对应于所有平方小于 
2的分数的那些分数序列的节的上极限。或者更简单迆说， i/y 
乃是所有平方小于 2 的分数 掰形成 的节。 

任何序列的节所形成的序列是戴氏的序列，这是很容易证明 
的。因为，给定任意节的集合，它们的边界是这许多节的逻辑和, 
亦即，至少属于这个集合中的一节®的所有那些项形成的类。 

以上实数的定义为“构造法”的一例。“构造法”与“假设法”正 
相反，前面基数的定义也是“构造法”的一例。这个方法虽不需新 
的假设，却使我们从原先已有的逻辑工具继续推演，这是它很大的 
优点。 

象上面所定义的实数，它们的加法和乘法也并不难定义。给 
定二实数^及 V ，每一实数均为一个分数的类，按照分数的加法， 
在八及 V 中各任取一分子相加。由于变换 p 及 V 中所取出的分 
子，于是得到许多这样的和，所有这些和形成一类。这一类即是由 
分数所组成的一个新类，我们不难证明这个新类是分数序列的一 
个节，我们即以此定义为 A 及 V 之和。这定义可以简化，现在叙 
述 如下： 

有二实数，每一实数是一类，在一类中取出一分子，在另一类 
中也取出一分子，所有可能选择出来的分子的算术和所形成的类 

就是二实 数的算术和。 

定义二实数的算术积，我们可以用一种完全相同的方法，以一 
类中一分子与另一类中一分子相乘，各种可能的乘积形成的一个 
分数类就定义为二实数的算术积。（所有这些定义中的分数序列 
是确定的，0及无穷均除外 Q ) 

①关于节和戴氏关系的洋细 H 论见 PM vo 〖. ii . *210—214。 关于实数的详细 
讨论见间书 vol . iii * * 310 ff _ 及<数学原则》第三十三章及第三十四章。 
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将我们这些定义推广到正负实数以及它们的加法与乘法并不 

困难。 

现在剩下的是作出复数的定义。 

复数虽然能有一个几何的解释，却并不和无理数一样为几何 
学所迫切需要 ，一 个复数即是一数包含了一个负数的平方根，不管 
这负数是整数，分数或实数。因为一个负数的平方是正数，是以 
平方为负数的数必是一种新数，我们用字母/代表 一1 的平方根， 
包含一个负数的平方根的任何数可以表示成 X + 片这种形式，其 
中 X 和^均为实数。 〆 部分称为此数的虚数部分，而 X 为此数的 
实数部分。（我们所以用“实数”这一名词就是因为它们与“虚数” 
相对。）复数已经为数学家所习惯，用了一个很长的时期，尽管 
没有精确的定义。通常简单地假定，它们服从普通的算术法 
则，根据这种假设，它们的使用确是很便利。它们为几何学所 
需要，不如为代数和分析那么需要。例如，我们希望能说每一个 
二次方程式有两个根，每一个三次方程式有三个根，等等。但如 
我们仅限于实数，那么象^+1=0这样的方程式就没有根，象 
X 3 —1=0这样的方程式只有一个根。数的每一次推广，它们的第 
一 次出现，都是应某一个简单问题的需要。为使减法永远可能，需 
要负数，因如不然，如 a 小于心则— 6即无 意义； 为使除法永远 
可能，需要分数；为使开方及解方程式永远可能，需要复数。但是 
数的推广并不仅是为这些需要而创造出来的，却是由定义创造出 
来的，因此现在我们必须把我们的注意转向复数的定义。 

-个复数可以简单地看成并且定义成有先后次序的一对实 
数。此处也和别处一样，许多定义都是可能的，只是需要所釆取的 
定义具有某些性质。在复数的倩形下，如果它们定义成有先后次 
序的一对实数，我们立即得到复数应有的某种性质，也 就是： 需有 
两个实数来决定一个复数，并且在这两个实数间我们可以分别出 
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第一个和第二个来，并且只有在一复数所包含的第一个实数与另 
一复数所包含的第一个实数相等，以及第二个实数与第二个实数 
相等时二复数才相等。定义出加法和乘法的法则，我们还可得到 
复数所需要的其它性质。我们要有 

(x+7/)+(v+y/)-=cx ： + ： ^)+o ； +/)z *， 

( x +^' X ^ +//) = Qxx f —) + ixy r + x »。 

因之，给定有先后次序的两对实数 ( x ， >0和(/，/),我们定义它们 
的和为 (X + Yy +/ ) — 对实数，它们的积为 (XX' -V/, xy ) 

一对实数。根据以上的定义，我们保证这些有先后次序的对子将 
具有我们所希望的性质。例如，取(0, y ) 和(0, /) 二对的积而论， 

依据上面的法则，这积即是(：一>>/，0)。因而对子(0, 1) 的平方是对 
子（一1，0)。第二项是零的对子，按照我们的术语来说，就是它们 
的虚数部分为零；用 x ^ yi 的符号表示，它们就是奸0/，通常就简 
写为&正如我们自然而然地(然而是错误地）使整数等同于分母 76 
是1的分数，我们也自然而然地(然而也是错误地)使实数等同于 
虚数部分为零的复数。虽然这在理论上是一个错误，在实用上却 
是一个方便 ; “x + 0/” 可以简单地代以 “ x ”， “0+>”可以简单地代 
以“>”，只要我们记住实在并不是一个实数，而是复数的一个 
特例。至于彡’是1时，“ 〆 ”商然可代以“因而对子 C 0, 1) 被代 
以乙而对子（一1， 0) 被代以一 1。现在依据我们的乘法法则(0, 1) 
的平方等于 （一 1，0)，也就是，/的平方等于一 1，这是我们所希 
望得到的。是以我们这些定义能应一切需要。 

在平面几何学中给复数一个几何的解释是很容易的事，这个 
问题克利福德 ( W . K . Clifford ) 在他的一本书 («Common Sense of 

the Exact Sciences *) 中已经令人满意地解释过。这本书有很大价 

值，不过是写于人们认识纯逻辑定义的重要性 以前。 

高阶的复数虽较我们已经定义出的复数较少用途，较不重要， 
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却是在几何学中有某些重要的用途，例如，在怀特黑博士的书、<泛 
代数》 («Univefsal AIgebra ») 中可以见到。《阶复数的定义可以 

由我们已经作出的定义作明显的推广得到。我们定义一个 " 阶复 
数为一个一对多的关系，其前域包含某些实数，其后域包含从1到 
«的整数①。普通即以符号 （ A ， 々，…， x w ) 来表示，其中下标 
指一项与用作下标的整数间的对应，这对应是一对多的，不必是一 
对一的，因为々与心可以相等而 『与 s 不等。以上的定义以及一 
个适当的乘法法则可以适应髙阶复数的一切需要。 

现在我们已经完成对于数的推广的回顾，而没有涉及无穷。 
数应用于无穷集合是我们的下一个论题。 
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① 参考数 学原则§360, p . 379 0 



第八章无穷基数 


77 


在第二章中我们所作的基数的定义，在第三章中曾应用于有 
穷数，即普通的自然数。这些有穷数我们称之为“归纳数”，因为我 
们给它们所下的定义 就是: 服从从0起的数学归纳法的一些数。但 
是对于那些项数不是归纳数的集合我们还不曾讨论，是否这样的 
集合能够说有一个数，这问题我们也不曾加以研究。这是个古老的 
问题，在我们这个时代才被解决，主要得归功于康托 （Georg Can - 

t <>0。 将康托的发现和弗芮格关于数的逻辑理论结合起来，我们得 
出一个超穷基数或无穷基数 （transfinite or infinite cardinal num ¬ 
ber) 的理论，这就是我们在本章中所要解释的问题。 

事实上，在这世界中是否有充穷集合，我们还不能 确定。 肯定 
这世界中有无穷集合的假设就是我们所谓的“无穷公理” (axiomof 
infinity )。 虽然有种种方法可望用来证明这个公理，我们仍然有 
理由担心这些方法或许都是错的，并且也许竟没有一个断然有力 
的逻辑理由使我们相信这公理是 真的。 然而如果我们要反对无穷 
集合，却也没有确实的逻辑根据，因此我们现在研究这个假设，肯 
定世界上有无穷集合的假设，在逻辑上并无不合理之处。为了我 
们现在的需要，这个假设的实际形 式是： 如果《为任何归纳数，则 
«不等于〃 + 1。这个形式与断定无穷集合存在的另一个形式有许 
多精微的分别，这些分别我们现在暫置不论，将来临到专门讨论无78 
穷公理时，柙加解释。至于现在，我们只假定，如"是一归纳数， 

则”不等于《+1。我们记得皮亚诺的五个基本命题中，其中有一 
个是 ：没有 两个归纳数有相同的后继，我们以上的假设即包含在皮 
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亚诺的这个假设之内；因为 33使《=«+1， 那么^ 一〗 与 n 有相同 
的后继，也 就是心 故此我们所假定的已包含在皮亚诺的难本命 
题中.此外别无它物。 

现在让我们考虑归纳数集合本身。这是一个完全确定的类。 
首先，一个基数是一个类的槳合，所有这®类都彼此相似，并觅和 
此外的类都不相似。然后我们 定义： 凡厲干0的后代的基数称为 
“归纳数”，至于0的后代乃是由《对《+1的关系而产 生的； 或者 
我们也可以这样定 义：如 0有一性质，又每一个有此性质的，它们 
的后继也有此性质，一个东西如具有所有这样的性质，这东西即是 
一“归纳数”，至于一数，譬如《，它的后继即是《+1。这样，“归纳 
数”所形成的类是完全确定的。依照基数的一般定义，归纳数的类 
的项数应定义为“所有与归纳数类相似的类”，按照我们的定义，这 
些类的集合就是归纳数的项数。 

我们很容易看出这个数并不是一个归纳数。如《是任一归纳 
数，从0到《 (0 和《也包括在内）各数所形成的类，它的项数乃是 
所以 不论〃 是一个什么归纳数，归纳数的总数总大于《。如 
果我们将归纳数按大小次序排成一个序列，这个序列没有末项•，但 
若„是一个归纳数，每一个序列，如其关系域有《项，则都有一个 
末项，这是很容易证明的。这种差异随意就可指出。因之，归纳数 
的项数是一个新数，和所有的归纳数都不同，也没有一切的归纳性 
79质。 可能有某一个性质，0具有它，并且如《具有， 《 + 1 也有，但 
是这个新数却不具有。无穷数的理论所以延迟很久才出现的一些 
困难大部分由于人们的一个误解，以为至少有一些归纳性质必定 
为所有的数所 具有： 并且如否认这一点会导致矛盾。了解无穷数 
的第一步就在认识这个见解的错误。 

在归纳数与这新数之间最堪注意和最奇特的差异 就是： 这个 
新数加1或减1，加倍或减半，或者经过任何其它的一些运算，这 
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些运算我们以为必然会使一数增大或减小，而这新数却依然不变。 

加1以后仍旧不变这一事实，被康托用作他所谓的“超穷”基数的 
定义，但是为了种种理由（其中有几点我们将要提及），最好定义一 
个无穷基数为一个不具有一切归纳性质的数，简言之，即一个不是 
归纳数的数。虽然我们不以加1以后仍旧不变这一性质作为定 
义，可是这一点很重要，我们必须对这一点作详细的讨论。 

说一个类的项数不因加1而改变，等于说，如果我们取一项 A 

X 不属于这类中，我们总可以找到一个一对一的关系，以这类作为 

它的前域，以这类加 X 作为它的后域。因为在这种情形下，一类相 

似于它自己与项 X 之和，或者说，相似于较它自己多一项的一个 

类，所以这类的项数与另外多一项的类的项数相等， 如〃 是这项 

数，那么在这样的情形下，我们也将有亦即有 

一个一对一的关系，以一类作为它的前域，将这类去掉一项作为它 

的后域。我们可以证明，以上的情形与下述显然更为普遍的情形 

是相同的，即某个部分(除全体而外） C 译者按 :全体 也可算全体自 

己的一部分)对全体可以有一对一的关系。如果一个一对一的关系80 

使整个类与其部分相对应，那么这关系可说是将这整个类“反射” 

到它的部分 中去； 由于这个原因，这样的类便称为“自反” （ refle ¬ 
xive ) 类。 因之： 

一 个“自反”类即是一个相似于它自己的一个真部分的类。（所 
谓“真部分”即是除去全体而外的部分。） 

一 个“自反”基数是一个自反类的基数。 

现在我们必须来研究这种自反性质。 

一个最显著的自反例子即是罗伊斯 ( Royce ) 的地图的解 释:他 
设想，无疑地我们可以在英格兰地面的一个部分上绘制一个英格 
兰的地图。假使这个地图是精确的，它和它的原本有一个完全的 
一一 对应；因而，我们的地图虽不过是全体的一部分，却与全体有 
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一对一的关系，并且它所包含的点数必与全体的点数一样多，这个 
点数因此必是一个自反数。以上的理论如果是对的，这地图必定 
还包含这个地图的地图，这个地图的地图必定又包含一个地图的 
地图的地图，如此以往，以至无穷，罗伊斯对这点很感兴趣。这一 
点虽然有趣味，目前我们却不必讨论。事实上，如果我们撇开这个 
地图的譬喻而注意更为确定的例子，我们的研究可以更为精确，为 
了这个原故，我们最好还是讨论数序列本身。 

«对《+1的关系限于归纳数时是一对一的，以所有的归纳数 
为它的前域;0以外的所有归纳数作为它的后域。这样，整个的归 
纳数类与去掉0的归纳数类相似。因此，按照定义，归纳数类是一 
个“自反”类，并且它的项数是一个“自反”数。又〃对2«的关系限 
于归纳数时也是一对一的，以所有的归纳数作为它的前域，以偶数 
的归纳数作为它的后域。所以归纳数的总数与偶数的归纳数的数 
目相同。这个性质为莱布尼兹 CLeibniz )( 以及其他的一些人) 用以 
证明无穷数是不可 能的; 他认为“部分等于全体”是自相矛盾的。有 
81些话似乎合理，全依赖于未经察觉的模糊和含混，以上的部分等于 
全体便是这一种，“等于”一词有许多意义，但若解释成我们所谓的 
“相似”，则并无矛盾，因为一个无穷集合完全可能有许多部分相似 
于它自己。凡认为这一点是不可能的，一般的都不知不觉地犯了 
一 个错误 ，一 些性质只因我们对于它们是熟悉的，于是我们便误以 
为它们超出有穷的范围以外也是真的，它们只能用数学归纳法证 
明，我们却不加考察地将它们归之于一般的数。 

无论何时如我们能将一类反射到它的一部分中去，同一的关 
系必又将这部分反射到一个更小的部分中去，一直下去，以至无 
穷。例如，象我们已经见到的，我们能够将所有的归纳数反射到偶 
数中去，用同一的关系（即是 " 对2«的关系），我们能够将偶数反射 
到 4 的倍数中去。4的倍数又可反射到8的倍数中去，如是继续， 
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完全类似罗伊斯的地图问题，只不过是比较柚象。偶数是所有归 
纳数的一个“地图 ”，4的倍数是一个地图的 地图; 8的倍数是一个 
地图的地图的 地图； 依此类推。假使我们将同样的过程应用于《对 

的关系，我们的“地图”即是0以外的一切归 纳数; 地图的地图 
即是 2 以上的一切归纳数(:包括2在内），地图的地图的地图即是 
3以上的一切归纳数等等。这些例解的主要用途在使我们熟悉自 
反类的概念，以便表面矛盾的算术命题能够很容易地翻译成自反 
和类的语言，在其中矛盾的意味大大地减少。 

定义出归纳数的项数将是有用的。为得出这个定义，我们首 
先定义一些序列的种类，这种序列可以用按大小次序的归纳基数 
作例说明。所谓“序级”的那种序列我们已经在第一章中讨论过。 
这种序列能由一个相继关系产生;序列中每一分子有一个后继，然 82 
而有一个分子没有前趋，每一分子对于“直接前趋”这一关系而言， 
都是这一项的后代。这些特性可以综合在下面的定义 中①： 

一 个“序级”是一个一对一的关系，使得仅仅有一项属于这关 
系的前域而不属于关系的后域，并且前域等同于这一顼的后代。 

我们很容易看出这样定义的序级满足皮亚诺的五个公理。属 
于关系的前域但不属于关系的后域的一项就是他所谓的“0”; 一项 
有另一项与之有一对一的关系，这项即是另一项的“后 继”； 至于 
一对一关系的前域就是他所谓的“数”。他的五个公理逐个翻译 
如下： 

(1) “0是一个数”变成：“是前域一分子但不是后域一分子的 
项是前域一份子”。这等于说在我们的定义中给出的项是存在的， 

我们称这个分子为“首顼”。 

(2) “任何数的后继是一数” 变成： “一 个项，如关系的前域 
中一给定项对之有所说的关系，则此项也是关系的前域中的一分 

① 参考 PM，voK ii. *123 。 
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子”。这一点证明 如下： 按照定义，关系的前域中每一分子是首项 
的后代的一分子，所以前域中一分子的后继必是首琐的后代的一 
分子（因为按照后代的一般定义，一项的后代总是包含它自己的后 
继），因而是前域的一分子，因为依据定义首项的后代即是前域。 

(3) “没有两数有相同的后继”。这仅仅说关系是一对多的， 
而按定义，关系并且还是一对一的。 

(4) “0不是任何数的后继”变成：“首项不是关系的后域的一 
分子”。这也是定义的一个直接结果。 

(5) 数学归纳法 变成: “前域的每一分子属于首项的后代。”这 
是我们定义的一部分。 

因而我们所定义的序级具有五种形式的性质，从这些性质皮 
亚诺演绎出算术。在第六章中我们曾定义过关系之间的“相似”， 
我们很容易证明，任何两个序级就是在这种意义上相似。从我们 
用以定义序级的一对一的关系中，自然能够导出一个序列关 系：所 
用的方法我们已在第四章中解释过； 又： 一 项因原来一对一的关 
系而有真后代，故所得的关系即是这项与它的真后代的一分子之 
间的关系。 

产生序级的两个传递而非对称的关系是相似的，其理由同于 
对应的两个一对一的关系是相似的。所有这些产生序级的传递关 
系所形成的类即是第六章所讲的一个“序列数”；事实上这是最小 
的一个无穷序列数。康托以&作为它的名字，经过他定名，这个数 
出了名。 

然而当前我们所考虑的是基数。因为两个序级是两个相似的 
关系，因此它们的前域(或者说它们的关系域，关系域与前域是相 
同的)是两个相似的类。序级的前域形成一个基数，因为我们很容 
易证明，相似于一个序级的前域的每个类本身是一个序级的前域。 
这个基数是最小的无穷基数；康托以一个希伯来文的字母％”并 



且附以下标 0 来表示它，以区別它与其它较大的无穷基数，这些较 
大的无穷基数有其它的下标。是以最小的无穷基数的名字是 
说一 类有⑻ 多项就是说它是 A 的一分子，而说它是的 
一 分子，又等于说这一类的分子能排入一个序级中。显然假若我84 
们从一个序列中去掉有穷项，或是每隔一项去掉一项，或是除第十 
项，第二十项，第三十项等以外各项都去掉，或是除第一百项， 
第二百项，第三百项等以外各项都去掉，这样剩下的一个序级仍是 
一个序级。这些使一个序级变为稀疏的方法并没有使一个序级不 
成其为序级，所以也没有减少它的项数，它的项数仍是 Ho 。 事实 
上，从一个没有末项的序级中，以类似上面的方法，无论怎样挑 
选，使它的各项距离如何疏远，所得到的仍是一个序级。譬如以 
#或这样形式的归纳数而论，这些数在数的序列中，愈到后来 
分布得非常稀疏，可是它们的项数仍和归纳数的全体一样多，仍 
是 Ho 0 

相反地，我们可以使归纳数加上一些项而不改变它的项数。取 

分数为例。人们可能以为分数一定比整数多得多，因为分母为1 

的分数就和整数相对应，而分母为1的分数又似乎只是分数中极 

小的一部分。然而事实上分数的数目恰和归纳数的相同，就是％。 

按下面的方法将分数排成一序列，我们很容易看出这一点来，如一 

分数分子与分母之和小于另一分数的分子与分母之和，则将此分 

数置于另一分数之前;如二分数它们的分子与分母之和相等，则将 

分子较小的放在前面。于是我们得到这样一个序列 

1， 1/2, 2, 1/3, 3, 1/4, 2/3, 3/2, 4, 1/5,… 

这个序列是一序级，所有的分数迟早在其中出现。因此，我们能够 
将所有的分数排入一个序级，它们的项数所以是 K 。 

可是并不是所有的无穷集合的项数都是 K >。 例如实数的项 
数就是大于 K )， 事实上它的项数是 2 b ，即使《是无穷的，我们也 
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不难证明 2” 大于最容易的证明方法就是首先 证明： 如果一类 
85 有〃个分子，那么它包含 W 个子类 -- 一换言之，若在它的分子中 
取出一些分子来，这样的选择方法有 > 个 C 一切的分子都取出，或 
者都不取，这两个极端的情形也包括在 内）； 其次 证明： 包含在一 
类中的子类数永远是大于这一类的分子数。这两个命题中的第一 
个在有穷数的情形下我们是很熟悉的，推广到无穷数也不函难。 
至于第二个命题的证明很简单，也予人的智慧以启发，我们叙述 
如下： 

首先，给定一类，譬如说《，那么它的子类的数目显然至少是 
和它的分子的数目一样大，因为每一个分子总可以构成一个子类， 
于是，在所有的分子和一些子类之间有一个对应关系。因此，如果 
子类的数目和分子的数目不等，那么一定是 较大。 现在我们能够 
很容易地证明这两个数目不等，要证明这一点，只要 证明： 若有任 
意一个一对一的关系，它的前域是所有的分子，它的后域包含在子 
类的集合中，那么必定至少有一个子类不属于后域。证明如 下:① 
如《所有的分子及某些子类之间建立了一个一一对应关系 R ， 给 
定一分子\可能 x 就与它所属的一个子类对应，也可能 x 与它所 
不属于的一个子类对应，凡属于后一种情形的^形成一个类譬如 
说芦，3是 a 的一个子类，并且不与 0 C 的任何分子对应。因为:就卢 
的分子而论，按照々的定义4的每一个分子都是与它所不属于的 
一 个子类对应，因此它们没有一个和0对应；再就《中不是的 
分子而论，根据0的定义，这些分子中的每一个都是与它所属的一 
个子类对应，所以它们也没有一个对应于是以 a 中没有一个 
分子对应于3。而因 R 为 a 的所有分子与 a 的某些子类之间的任 
86意一个一对一的关系，所以我们得出结论:在《类所有的分子与 a 

① 证明本于应 托 ，只不过略为化简参见 《 德国数 学家学 会年报 》 (Jahresbericht 
der deutschen Mathematiker-Vereinigung), i, (1892) ， p* 77 。 
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类所有的子类之间没有任何对应关系。如果0没有分子，对于以 
上的证明也没 关系： 在这个情形下，我们所去掉的一个子类是空类 
( null - class ) 0 依据我们以前所说，若子类的数目和分子的数目不 
等，那么一定是较大，现在我们已经证明，在任何情形下子类的数 
目都不等于分子的数目，所以知道子类的数目是大于分子的数3。 
将这个结果与第一个命题合在一起，第一个命题是说:如果 w 是分 
子的数目，则 2n 是子类 的数目，于是我们有了一个定理， 2" 永远大 
于 w ， 即使〃是无穷数时也一样。 

从以上的定理我们又 得到： 无穷基数没有极大。无论一个无 
穷数《多么大，比它还大。在我们熟悉无穷数的算术以前，它 

对于我们确是有些奇怪。例如 

Ho+ 1 —Ho, 

Ho + n - Ho , 此处 n 为任一归纳数， 

W=H 0o 

(最后一个定理是从分数的情形得到的 ，因为 一个分数为一对归纳 
数所决定，我们很容易知道分数的数目是归纳数的数目的平方，即 
是 K » 2 ; 但是我们已 经知造 分数的数 目也是％。） 

K > n = K )， 此处《为一归纳数， 

(这个定理是用归纳法从。得到的；因为： 如果心 = 

H )， 

那么 H 。 71 " 1 " 1 = H 0 2 = H 0 .) 

但是 2><»> Ho 

事实上，如我们将要看到的， 2 Xfl 是一个非常重要的数，它就是 
有“连续性” (cotUimiity) 的序列的项数，所谓“连续性”乃是在庞托 

的意义下的连续性。假定空间与时间是这种意义下的连续（如我 
们 在解析 几何或 运动学 中所假定的），那么 2><tt 即是空间里点的数 
H 或时间中瞬 间的数目，它也是空间中任何有穷部分，不管是线， 
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面积或体积的点的数目。在％以后，2><。是无穷基数中最重要的 
最有趣的 D 


87 虽然无穷基数的加法和乘法总是可能的，然而减法和除法却 

没有确定的结果，所以无穷基数的减法和除法不能象在初等算术 
中那样运用。我们从减法开始 讨论： 只要减去的数是有穷的，自 
然没有问题，如被减数是自反数，那么依旧不变，因之如《是有穷 
数少 。一 由减法所得的结果是完全确定的。可是我们从％ 

减去它自己，情形就不同；我们可能得到的结果从0到 H c 没有一 

定。这一点由下面一些例子可以很容易地看出。从归纳数减去如 
下的项的 集合： 

(1) 所有的归纳数——佘数是零。 

(2) «以上所有的归纳数——余数从0到《 — 1，一共是 

(3) 所有的奇数——余数是所有的偶数，个数是 ⑺。 

以上都是从减去 K )， 然而所得的结果全不相同。 

至于除法，情形和减法类似。因为 H 。 被2或3或任何有穷数 

n 甚或心自己所乘时，侬旧不变。所以 K ) 为所除时所得的商可 
以是1到 K * 的任何数。 

因为减法和除法所得的结果没有一定，所以负数和分数不能 
推广到无穷数。加法，乘法以及乘方都可顺利进行，可是逆运算 
-—减法，除法，开方——所得的结果却不定，所有与这些逆运算 
有关的概念，在涉及无穷数时也都不能用。 

我们定义有穷的特征时，是用的数学归纳法，也就是，当一数 
服从0开始的数学归纳法时，我们就定义这数为有穷数，当一类 
的项数是有穷数时，我们定义这类为有穷类。这个定义产生的结 
果是一个定义所应有的结果，即有穷数就是在普通的数序列 
88 0, 1，2,3,…中出现的数。但是在本章中，我们所讨论的无穷数 
不仅是非归纳的 （ non - inductive )， 也是自反的。康托以自反性作 
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为无穷数的定义，并且相信自反性与非归纳性等价；这就是说，他 
相信每个类和每一个基数不是归纳的，就是自反的，这一点或许是 
真的，并且或许很有可能证明；可是直到现在康托和其他的人 C 包 
括作者早年）所提出的证明都有缺点，其中的原因当我们讨论到 
“ 乘法公理 ” （multiplicative axiom) 时将加以解释。是否有些类与 

基数既不是自反的也不是归纳的，现在还不知道。假使〃是这样 
一个基数，我们就不会有〃^^十 1 ，可是《也不会是“自然数”，并 
且还缺少某些归纳性质。所有已经知道的无穷类和基数都是自反 
的，至于是否有至今还不得而知的，既不是自反的也不是归纳的类 
和基数，这个问题我们目前最好保留，不要遽加断定。现在我们采 
取下面的 定义： 

一个有穷的类或一个有穷的基数即是一个归纳的类或归纳的 
基数。 

一个无穷的类或一个无穷的基数即不是归纳的类或不是归纳 
的基数。 

所有的自反类与自反基数都是无穷的；但是现在还不知道是否所 
有的无穷类与无穷基数都是自反的。在第十二章中我们还要回到 
这个题目继续讨论。 
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第九章无穷序列与序数 


一个“无穷序列”/可以定义为其关系域是一个无穷类的序列。 
我们已经讨论过一种无穷序列，即序级。本章中我们要讨论更一 
般的序列。 

一个无穷序列最值得注意的特征 就是： 只不过将它的各项屯 
新排列就可以使它的序列数改变。在这一方面，基数和序列数确 
是相反的。不管我们加多少项到自反类上去，一个自反类的基数 
可能不变;相反地，不增加减少任何项，只是由于重新排列，一个序 
列的序列数也可能改变。然而在任何无穷序列的情形下，和基敫 
的情形下一样，也可能增加了项数，却不改变序列数。总之，一切 
全看这些项如何增加而定。 

为使以上的说明清楚起见，我们最好从一些例子入手。我(门 
先研究各种不同的序列，这些序列乃是归纳数组成的，不过按各种 
不同的方法排列。我们先讨论下面的序列 

1 ， 2 ， 3 ， 4 ，…，”，… 

我们已经知道这个序列代表一个最小的无穷序列数，这个序列数 

康托称为&\我们 试将这 序列中第一个偶数移到序列最后 ；: fill 

90这样的步骤，我们可以将原有的序列变得稀疏。如 iik ，我们小断得 

到一些不同的 序列： 

1，3，4，5，…，"，…，2， 

1，3，5，6，…，《+1，…，2，4, 

1，3，5，7 , …， n + 2，…，2，4，6， 

等等。如果我们想象这样的步骤尽可能地进行下去，我们最后得 
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到这样一个序列 

1，3，5, 7，…，2朴1， •“， L 4, 6，8，…，2/1 ，…， 

在这序列中前面是所有的奇数,然后是所有的偶數。 

这些不同的序列的序列数是 w +1， w +2, co +3， …， 2 o >。 

这里每一个数都“大于”它的前一个数。所谓“大于”的意义如下： 

有第一第二两序列数，任何一个序列，如果它有第一个序列 

数，就包含另一个有第二个序列数的序列作为它的一部分，然而却 

没有一个序列，它有第二个序列数，并且还包括一个有第一个数的 

序列作为它的一部分。这样，我们就称第一个序列数“大于”第二 

个序列数。 

如果我们比较以下两序列， 

l ，2，3，4，."， w ，." 

1，3，4，5，…， n +1， …2， 

我们看得出第一个序列相似于第二个序列的一部分，这一部分就 
是将第二个序列的最后一项 2 去掉得到的，可是第二个序列却不 
相似于第一个序列的任何部分。（这是显而易见的，证明也不困 
难。）因之，按照定义，第二个序列的序列数“大于”第一个的序列 
数，——亦即， o >+ l 大于0>。但若我们将一项加在一个序级之 
前，而不加在最后，我们仍旧得到一个序级。是以 1 + w = ° "，而 
0^+1不等于1 + W 。这是关系算术的一般 特性: 假使^和 〃是两 
个关系数，一般的法则是 A + P 不等于〃+0。在有穷序数的情 
形下，二者是相等的，但这是一种稀有的例外。 

我们最后所得到的序列，它的排列是所有的奇数在前，一切的 
偶数在后，它的序列数是 2 w 。 大于或⑴+«，这里《是有穷91 
数。我们注意，依照序列的一般定义，整数的每一个这样的排列都 
是从某个确定的关系得到的。例如，仅仅将2移到最后的那一种 
排列就是以下面的关系来定义的:“ X 和^是有穷的整数，或者少是 
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2 而 X 不是2,或者二者都不是2,而 X 小于至于先是所有的 
奇数，然后所存的偶数这一种排列也可以下面的关系来定义：“ ^ 
和 J 是有穷整数，或者％是奇数而 •>’ 是偶数，或者 x 和 V 都是奇数 
或都是偶数，并且 x 小于尸。以后为省去麻烦，通常我们都不把 
这些定义叙述出来，然而定义是可以得到的这一事实却很重要。 

我们称为的数，为二序级所组成的序列的序列数， 权时吡 
称为0 x 2 。 序列的乘法和加法一样，完全由各序列的次序而 定:一 
个对子的序级产生如下的一个序列 

义1，少 1， 义 2， 少’2，乂 3， 少 3，…，…， 

这个序列本身仍是一个序级;可是一对序级产生的序列，它的长度 
是两个序级那么长。因此我们必须分别和0 X 2。 符号的用法 
本不一律:我们将用2 w 表示一对序级 ， x 2表示对子的一个序 
级，这个规定自然也支配了我们对于一般的的解释，如《和 
芦为关 系数： i 6” 代表 a 个关系适当构成的和，其中每一个关 

系都有月项。 

类似以上使归纳数的序列变得稀疏的方法我们可以无限制地 
继续下去。例如，我们可以将奇数置于最先，然后是它们的倍数，然 
后它们倍数的倍数，如此类推。如是我们得到一个序列 

1，3, 5, 7, …； 2, 6, 10, M ， …； 4, 12, 20, 28, …； 

8, 24, 40, 56,…， 

这个序列的序列数是⑴ 2 ,因为它是一个序级的序级。在这个新序 
92列中，任何一个序级自然也可以按照我们将原先的序级变得稀疏 
的办法，再变得稀疏。我们可以继续得到⑴ 3 ，^ 4 ，… 0 ^等等；无 
论我们进行到什么地步，我们永远可以继续下去。 

所有以这种方法能够得到的序数，或者说，所有使一个序级变 
得稀疏而得到的序数，它们所组成的序列本身长于任何其它的1由 
一个序级的项重新排列而得到的序列。 C 这一点是不难证明的。) 
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这些序数形成一类，这类的基数可以证明是大于心；这个数康托 
称之为 K 。从一个所能得到的序数依大小排列起来，它们所组 
成的序列的序数叫做是以序 数为％ 的一个序列，它的关系域 
的基数是 Hr 。 

我们从^和心得到和用完全类似的方法我们可以从 
和 K 得到和 K ， 沿着这种途径我们可以无限制地进行下去， 
得到一些新的基数和新的序数，没有东西会阻止我们。现在还不知 
道在 N 的序列中有任何一个基数等于 2 〜。我们甚至都不知道是 
否可以将它们和比较 大小； 或许和我们的知识相反，2^可能 
既不等于，也不大于或小于任何一个 H 。 这个问题牵涉到乘法公 
理，关于乘法公理，我们将来要讨论。 

在本章中到此为止，所有我们已经讨论过的序列都称为“良序 
的” ( well - ordered ) 0 一个良序的序列有一个首项，有相连的项，并 

且如果它的各项经过一番选择，在所选的一组项后还有任何项，那 
么这一组项有一个直接在后的项。良序的序列一方面排斥紧致的 
序列，在紧致的序列中任何两项间都有一些其它的项;另一方面排 
斥没有首项的序列，或者其从属部分没有首项的序列。以大小为 
序的负整数序列虽以一 1为末项，但没有首项，所以不是良序的； 
但若次序颠倒由一 1开始，那么它成为一个序级，因之，也是良序 
的。我们定义良序的序列 如下： 

一个序列，它的每一个子类（自然，空类须除外)都有一个首 93 
项，那么这序列称为“良序的”序列。 

一个“序数”乃是指一个良序的序列的关系数。因之它是序列 
数的一种。 

在良序的序列中，可以应用一种普遍形式的数学归纳法。如 
果在一个序列中，所选择的一组项后还有一个直接后继，又若某一 
个性质为这一组项所据有，那么这性质也必为它的直接后继所据 
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有，这样的性质我们可以称为是“超穷遗传的” (transfinitely heredi ¬ 
tary ) 0 在一个良序的序列中，序列的首项所有的超穷遗传性质，整 
个的序列也有。这一点使得我们可能证明许多关于良序序列的、 
但不是对所有序列都真的命题。 

归纳数可以很容易地排入一个不是良序的序列中，甚至一个 
紧致的序列中。例如，我们可以釆取以下的方 法:考 虑依大小次序 
排列的从 . K .1 也包括在内）到 1(1 除外）的小数，这些小数形成 
一个紧致的序列；在任何二小数之间常有无穷多的其它小数。现 
在将每一个小数前面的点去掉，我们有一个紧致的序列，为所有的 
有穷整数所构成，只不过能为10所整除的整数除外。如果我们希 
望将为10所整除的整数也包括在内，这也没有什么 困难； 我们不 
从开始，而将所有小于1的小数全包括在内，但当我们去掉小 
数点时，我们可以将小数前面出现的0都移到小数右面。如是原来 
小于 .1 的小数都变成10的倍数。放下这些10的倍数不论，回到 
开头没有0的数，我们可以将我们的整数排列的法则叙述如 下:若 
两个整数的第一个数字不同，则把第一个数字较小的整数放在前 
面。若两数的第一个数字相同，而第二个不同，则将第二个数字较 
小的整数放在前面，又若一数，没有第二个数字，则将它放在所有 
有第二个数字的前面；如此类推。一般地，如果两个整 数前〃 个数 
字都相同， 而第〃 +1个不同，则将没有第 《+1 个数字的放在前 
面，第个数字较小的其次，然后才是较大的。读者可以很容易 
94 地知道，这样的排列法则产生一个紧致的序列，这个序列包含所有 
不能以10整除的整数；我们还看到，就是将10能整除的整数包括 
在内，也并无困难。从这个例子我们得出一个结论。从项中我 
们可能构造一个紧致的 序列; 事实上，我们已经知道有 Ho 个分数， 
并且以大小为序的分数形成一个紧致的序列；因而在这里我们所 
有的乃是另一个例子。下章中我们还要回到这个题目。 



超穷基数服从加法，乘法，乘方所有的形式定律，超穷序数 
则只服从加法，乘法，乘方的某一些定律，这些定律不仅适合超 

穷序数，也适合所有的关系数 。 所谓普通的形式定律乃是指下面 

的： 


I * 交 换律： 

a + /3 —^-j-a 与 a x i8 — /3 x a, 

II - 结合律： 

(a+jS) + y ^ ： a+C^ + 7) (a x fl) x y =a x (/3 x y). 

UI . 分 配律： 

当交换律不成立时，分配律的上面一种形式必须和 

C/3 + y')a = + 

这一种形式加以区别。 

我们将要看到， 一 种形式可以是真的，而另一种形式却是 
假的。 

IV . 乘方 定律： 

a ^ xa r =： ct ^ +Y , a v x # = 冷 )％ = 

所有这些定律对于基数，不论有穷或无穷都真，对于有穷序数 
也真。但当我们讨论到无穷序数，或者一般的关系数时，有些定律 
成立，有些定律不成立；交换律不 成立； 结合律 成立； 分配律(关于95 

乘积中因子的次序按照我们以上所作的规定)在以下的形式中 

(月 + 7 )«^= /3a-{-y a 

成立，但是在另-种形式中 
不成立； 

乘方定律有两种 


x a y ^ a^+ y 与 
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仍成立，但是 


a v x f^ Y 

不成立，这个定律显然与乘法的交换律有关。 

以上各命题中所假定的乘法和乘方的定义颇为复杂。读者如 

希望知道这些是什么以及以上的定律如何证明，必须参考 PM 第 
二卷 * 172—176。 

序数的超穷算术是康托发展起来的，较基数的超穷算术发展 
还早，因为种种技术上的，数学上的用途，使得他先着手这一方面 
的研究。但是从数理哲学的观点看，超穷序数的理论没有超穷基 
数的理论重要和基本。从实质上说基数较序数简单，然而基数最 
初出现时，人们认为它是由序数抽象而得的，后来渐渐才对它作独 
立的研究，这是历史上很奇怪的事件。弗芮格的研究却和这一种 
发展的次序不同，在他的研究中，有穷的基数，超穷的基数是完全 
独立于序数而加以讨论的；可是使人们知道这个题目的是康托的 
工作，至于弗芮格的工作几乎没有人知道，主要的或许因为他所用 
的符号不易了解。数学家也和其他的人一样，对于在逻辑意义上 
比较“简单”的概念，了解起来，或使用起来，比处理一些更复杂的 
96概念有更多的困难，因为这些复杂的概念对于他们的通常实践比 
较接近。由于这些原因，基数在数理哲学中真正的重要性渐渐才 
被认识。序数虽然也并非不重要，可是和基数比较，总算次要得 
多，并且它的重要性大部分为更普遍的概念、关系数所掩盖。 
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第十章极限与连续性 97 

“极限”概念在数学中的位置愈来愈重要，不是以前人们意料 
所及。全部的微分与积分，实在说起来，几乎高等数学中每个东西 
都依赖于极限这个概念，以它为基础。从前人们以为无穷小包含 
在这些学科的基础中，但是维尔斯特拉斯 ( Weierstrass ) 表明这种 

见解是错 误的: 我们认为是无穷小出现的地方，其实出现的是以0 
为下极限的有穷量的一个集合。通常以为“极限”本质上是一个量 
的概念，也就是，是一个其它的量愈来愈趋近于它，以致这些量之 
间的差小于任何指定量的量。然而事实上“极限”概念是一个纯粹 
的序的概念，与量无涉(除非碰巧讨论的序列是量的序列)。直线 
上一给定点可以是直线上若干点的一个集合的极限，可是这点并 
不必取得坐标，或者涉及度量或任何量的概念。虽然从量的观点 
看，当有穷数逐渐变大时，决不会接近 K )， K ) 与一个有穷基数的 
差益是一个常数，并且是一个无穷数，然而心依然是基数 (:依 大小 
次序的）1，2, 3,…，《，…的极限。 H 。 所以成为有穷数的极限， 
乃是由于在序列中它紧跟在这些有穷数的后面，这是一个次序方 
面的事实，而不是一个量方面的事实。 

愈来愈复杂的“极限”概念有许多不同的形式。所有这些形式98 
都是从一个最简单最基本的形式推导出来的，这个最简单最基本 
的形式我们已经定义过，虽然如此，引导出这个定义的其它的一些 
定义在这里我们还要重复一遍，不过这些定义现在不要求涉及的 

关系是序列的，而是取一般 形式： 

对于一个关系 p 而言， ex 类的“极小”，乃是《和 P 的关系域 
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(如果 P 有关系域）中的一些分子， oc 中没有分子和它们有 p 关系。 

对于关系 P 而言， a 的“极大”即是对于 P 的逆关系而言， a 的 
“极小' 

对于一个关系 P 而言， a 类的“后项” (sequents) 即是 a 的“后 
继”的极小，至于 a 的“后继”乃是 P 的关系域的一些分子， ct 与 P 
的关系域的共同分子对于它们都有 P 关系。 

对于关系 P 而言， a 类的“前项” ( precedents ) 即是对于 p 的逆 
关系而言，《类的后项。 

如果对于关系 P 而言 a 类没有极大，则对于 P 而言 ct 的“上极 
限”即是 a 的后项;若 a 有一极大，则 a 没有上极限。 

对于关系 P 而言 a 类的“下极限”，即是对于 P 的逆关系而言 
«类的上极限。 


假若 P 是连通的，一类至多只能有一个极大，一个极小，一个 
后项等等。因之实际上我们所涉及的那些情形中，如果有极限 （ 上 
极限或下极限），我们就可以说“这一个极限”。 


当 P 是序列关系时，我们可以大大化简上面的极限概念。在 
这种情形下，我们可以首先定义一类 a 的“边界”*，也就是 a 的极 

限或极大，辦后再分别什么情形边界是极限，什么情形边界是极 
大。为了定义边界，我们最好使用“节”的概念。 

我们说“由一类 a 所确定的 p 的节”，即是与 a 的分子有 P 关 
" 系的一些项。节的这个意义与第七章中定义的并无不同，在第七 
章所作的定义中虽没有为一类所确定等字样，但是在那种意义下 
的节确实是为某一类 a 所确定的。如 P 是序列关系，为 a 所确定 
的节是由先于《的某一项的所有项所组成的。假使 a 有一极大， 


* 按：此处及以下所谓的边界实在都是前面所谓的上边界，与上边界相对的有下 
边界。对于 P 关系 ifdu ， 以类的 T 边界即是对于 P 的逆关系 而芑， a 类的 I ： 边界。 
—译者 
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为 a 所确定的节即是这极大的所有前趋。但若 〃没 有极大，则 a 
的每一分子先于《的其它的某个分子，因而整个 a 包含在为^所 
确定的节中。取下面分数类 为例： 

1 3 7 15 

T 5 T ? T f 沉，…， 

这些就是具 1 一 i 形式的分数，其中《代表不同的有穷值。这个 
分数的序列没有极大，并且由它所确定的节(在侬大小次序的整个 
分数的序列中）是一切真分数的类。或者，我们来考虑素数，将素 
数看作是从以大小为序的基数(有穷基数和无穷基数)中选择出来 
的。在这种情形下素数所确定的节就是一切有穷整数的类。 

假定 P 是序列关系，那么一类《的“边界”就是项 X (如果它存 
在）， X 的前趋是 a 所确定的节。 

a 的一个“极大”即是 a 的边界，这个边界并且还是 a 的一分 
子。 

«的“上极限”即是《的边界，不过这边界不是 a 的一分子。 
如果一类没有边界，那么它既没有极大也没有极限，这就是 
“无理的”戴氏分割的情形，或者说，有一“空隙”的分割的情形。 

因而对于一个序列 P 而言， a 类的上极限就是后于 a 各项的 
项^ (如果它存在），并且先于 x 的每一项都先于 a 的某一项。 

芦类的“上极限点 ”(upper limiting point ) 是从0中选择出来 

的项的集合的上极限。上极限点与下极限点当然须加分别。就以 
序数的序列为例而论，序数的序 列是： 

l ， 2,3r"tL) ， fj)+l ， ."2oL) ， 2a> + 1 ， …3。>，“ • o ) 2 ，……， 

这个序列的关系域的上极限点就是没有直接前趋的各项，亦即，100 

1， co ，2。)，3。)，… a ) 2 ，0) 2 + a >， …，… o > 3 ， … 

这个新序列的关系域的上极限点又是 

1 ， 6^ ， 2d) 2 ^ ••- a> 3 ， w 3 + a> 2 … 
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相反地，序数的序列——实在是每一个良序的序列-—没有下极 
限点，因为除了末项以外，没有一项没有直接后继。但若我们考虑 
分数的序列 5 这个序列的每一项对于适当选择的集合既是一个上 
极限点，又是一个下极限点。 如 果我们考虑实数序列，从这序列中 
选择出有理实数来，有理实数的集合即以所有的实数为上极限点 
和下极限点。一个集合的极限点称为这一集合的“一级导项” (first 
derivative )， 一级导项的极限点 称为二 级导项 ，如此类推。 

从极限来研究所谓“连续性” (continuity) ，我们可以将一个序 
列的连续性分成各种不同的等级。“连续性”这一名词虽然人们用 
了一个很长的时间，可是直到戴德铿和康托的时代，不曾有过任何 
精确的定义。这两人各给与“连续性”一词一个精确的意义，不过 

康托的定义较戴德铿的为窄 :一个 序列有康托的连续性，必有戴德 
铿的连续性，反之则不然。 

凡想给序列的连续性求得一个精确的意义的人，他们很自然 
地想到的第一个定义，就是定义连续性为我们所谓的“紧致性”，以 
为凡连续的序列必是紧致的序列。所谓“紧致性”，我们已经知道 
就是在一序列的任意两项间永远有其它的项。然而由于在有些序 
列中，例如在分数的序列中，有“空隙”存在，所以以上的定义不适 
当。我们在第七章中已经见到，有无数的方法可以将分数的序列 
分为两部分，其中一部分整个在另一部分之先，并且第一部分没有 
101末项，第二部分没有首项。这种情形和我们对连续性的特性所抱 
的模糊观念正相反。不仅此，这种情形还表示，分数的序列不适合 
数学上的许多需要。以几何为例，在几何上我们希望能够说 ，当茜 
直线相交时有一点公共，但若在一直线上点的序列类似于分数的 
序列，两直线可能交在“空隙”上，因而没有一点公共。这不过是个 
粗浅的例子，我们还可以举出一些其它的例子，表明以紧致性作为 
连续性的一个数学定义是不够的。 
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这种几何上的需要，以及其它方面的需要，导致“戴氏的”连续 
性定义。我们回忆一下我们如何定义一个序列为戴氏的序列，就 
是当一个序列的关系域的每一个子类都有一个边界时，我们即称 
这序列为戴氏的序列。（我们只需假定恒有一个上边界或者恒有 
一个下边界，如果假定一个，另一个可以推导出来。）这也就是说， 
当一个序列没有空隙时，这序列即戴氏的序列。 一 个序列没有空 
隙，或者是由于每一项都有后继，或者是在没有极大时，极限存在。 

是以一个有穷序列或者一个良序序列是一个戴氏的序列，至于实 
数序列也是。假定我们的序列是紧致的，前一种戴氏的序列（即有 
穷序列)就必须排除;在这种情形下，我们的序列必定具有一种性 
质，对于许多种需要说，这种性质恰可称作连续性。于是我们得到 
一个定义： 

当一个序列是戴氏的序列和紧致的序列时，这个序列即具有 
“戴氏的连续性”。 

然而对于许多需要说，这个定义还太宽。例如，如果我们希望 
几何空间具有一些性质，使每一点都能以实数坐标表示，这就不能 
仅以戴氏的连续性来保证。我们要确定，凡不能以有理坐标表示 
的每一点都可表示为点的一个序级的极限，而这些点的坐标都是102 
有理数，这种性质是另一种性质，从定义中是推导不出来的。 

是以我们必须从极限对序列作进一步的研究。康托从事这一 
研究，并且以这一研究作为他的连续性定义的基础，不过在这定义 
的最简单的形式中，得出这定义的考虑不大看得出来。既然康托 
的连续性定义是以序列极限的研究作基础，所以在给出他的定义 
以前，我们先须知道康托在这方面的许多概念。 

如果有一序列，其中所有各点都是极限点，并且所有这序列 
的极限点都属于这一序列，这样的序列康托定义为“完备的” 
( Perfect ) 序列。这个定义其实并没有十分准确地表达出他的意 
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思。只要涉及的性质仅仅是所有的点都是极限点，以上的定义本 
无需加以 修正; 但若所有的点都是上极限点，或者所有的点都是下 
极限点，这样的性质却只是紧致的序列才有，其它的序列都没有。 
如果只是概括地肯定所有的点都是极限点，而不区别都是上极限 
点或都是下极限点，那么有这性质的就不限于紧致的序列，其它的 

序列也有-例如小数序列中后面为循环数9的小数是与对应的 

有尽小数(如 0.11$ 之与 0.12) 分开的，并且直接放在这对应的有 
尽小数前面。这种序列非常接近于紧致的序列，然而却有一些例 
外的项，这些例外的项是两两相连的，其中的前一项没有直接的前 
趋，后一项没有直接的后继。除去这样的序列而外，通常每一点都 
是一个极限点的序列总是紧致的 序列； 并不须限制是否每一点都 
是上极限点或者每一点都是下极限点。 

虽然康托没有很明晰地考虑到这一点，我们却必须将不同的 

极限点分别开来，极限点可以由最小的子序列来定义，我们的区分 

即是按照最小的子序列的性质而决定。康托假定极限点可以由序 

级，或反序级(亦即一个序级的逆关系）来定义。假若序列中每一 

分子都是一个序级或者反序级的极限，康托就称这序级为“内在凝 
聚的” (condensed in itself )。 

现在我们研究定义出完备的序列的第二种性质，也就是康托 
所谓的“封闭的” ( closed ) 性质。我们已经见到原来定义一个序列 

有封闭的性质，即是说这序列所有的极限点都属于这序列自身。 
然而这个定义不是永远有任何实在的意义，假使我们所研究的序 
列是包含在另外一个更大的序列中（例如从实数序列选择出一个 
序列的情形)，并且极限点是就更大的序列而论，只是在这样的时 
候，以上的定义才有实在的意义。否则，仅就一个序列自身而论， 
它的极限点总是包含在它自身中。康托的真正意思并不就是他所 
说的，确实，康托在别的地方所说的话稍微不同 ，可 是这些话才是 
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他真正的意思。他的真正的意 思是： 可望有一个极限的每一个子 
序列在原有的序列内确实有一个极限;也就是，每一个没有极大的 
子序列(或者没有极小的子序列)都有一个极限，也就是，每一个子 
序列都有一个边界。可是康托不是就每一个子序列而言，而是仅 
就序级或反序级而言。 C 这种限制是应当有的，但是康托究竟认识 
这种需要到什么程度，我们并不清楚。）是以最后我们求得所需要 
的定义如下： 

如包含在一个序列中的每一个序级或反序级都有一个极限， 
那么这序列称为是“封闭的”。 

于是，我们更有一个定义： 

如果一个序列是内在凝聚的，和封闭的，或者，如果一个序列 
的各项都是一个序级或反序级的极限，并且包含在这序列中的每 
一 个序级或反序级都在这序列中有一个极限，那么，这一序列称为 
是“完 备的' ' 

在试作连续性的一个定义时，康托心目中是要寻找一个定义 
只适用于实数序列及与它相似的序列，但不适用于其它序列。为 
此目的，我们还必须加上另一种性质。实数中有些是有理数，有些 
是无理数；虽然无理数的数目比有理数的大，然而在任意两实数 
间，不论它们的差如何小，还是有一些有理数。我们已经知道有理104 
数的数目是％。由此得到又一个性质足够将连续性的特征完全刻 
划出来， 一 个序列具有这性质，就是这序列包含一个有项分子 
的类，并且序列中任意两项不管如何接近总有些该类的分子在其 
间。完备的性质再加上这个性质足够定义出一个序列类，这类中 
每一序列彼此都相似，因而事实上是一个序列数。这一类康托定 
义为连续序列类。 

我们可以稍微化简他的定义。我们先 定义： 

一 个序列的“中间类 ” (median class ) 乃是关系域的一个子类， 
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在序列的任何二顼间有这类的一些分子。 

如此，有理实数即是实数序列中的一个中间类。只有紧致的 
序列才有中间类，这是显而易见的。 

现在我们知道康托的定义等价于下面的 定义： 

一个序列如果 （1) 是戴氏序列， （2) 包含一个有 H d 项的中间 
类，那么这序列是“连续的”。 

为避免混淆，我们称这一种连续性为“康托的连续性”。可以 
看出康托的连续性蕴涵戴氏的连续性，可是反之则不然。一切序 
列如有康托的连续性必彼此相似，但是有戴氏连续性的一切序列 
不一定相似。 

我们已经定义的极限概念必不可和变目趋近于一给定项时的 
函数的极限概念相混淆，我们的连续性概念也不可和在一给定变 
目的邻域的函数的连续性相混淆。这些概念和我们以上定义的概 
念不同，它们虽然很重要，却是从以上概念导出的，比以上概念复 
杂。运动的连续性（如果运动是连续的）是函数的连续性的一例; 
另一方面，空间，时间的连续性(如果空间时间是连续的)是序列的 
连续性的一例，或者(说得更谨慎一点）空间，时间的连续性通过充 
105分的数学处理，可以归约到序列的连续性。由于运动在应用数学 
方面是基本的，重要的，以及为了其它理由，因此极限概念与连续 
性概念应用于函数也须略加探讨；但是这个题目最好在另外一章 
里专门讨论。 

我们已经研究过的连续性的两个定义，即，戴氏的和康托的连 
续性定义，和普通人或者哲学家心目中由于“连续性”这个词而联 
想到的模糊观念并不很接近或相合，一般人和哲学家认为连续性 
就是没有分隔，如同浓雾时特有的一般区别全都消失一样。雾给 
人一种茫然无际的印象，不确定的多，也没有确定的区分。玄学家 
们所说的连续性便是这一种东西。他们说这种连续性是他们的心 



灵生活以及孩子的甚至动物的心灵生活的特征，这倒也是对的。 

“连续性”一词这么用时，它所指的或者用“流动”一词所指的 
模糊观念确是与我们所定义的全然不同。举实数序列为例。序列 
中每一实数完全确定，不能容许 改变; 它并不是不可察觉地逐渐转 
变成另一数；它是硬性的，分离的单位，虽然与其它各单位的距离 
可以小于任何预先指定的有穷量，然而这距离总是确定的。在实 
数间存在的这一种连续性与我们在一给定时间所见的那种连续性 
究竟有什么关系，这问题非常困难而且复杂，我们不主张这两种连 
续性简单地等同，不过我想我们还是很可 以说: 我们在本章中所研 
究的数学概念供给了抽象的逻辑间架，如果经验材料是在精确定 
义的意义上的连续，那么这经验材料必可借适当的处理置于这间 
架中。证明这个论题有道理在本书的范围内是不可能做到的。读 
者若有兴趣可读作者在 W 15 年的《—元论 g »( Monist ) 中的一篇 
文章以及作者所著 《 人类对于外界的知识 》(Our Knowledge of the 
External World ) 一 书的几部分。在这两个地方，作者曾试图证明 

以上论题对于时间的合理性。我们只告诉读者去参考，为了回到 

与数学有更密切关系的题目，虽然这个问题很有趣，现在却不能不 
搁置一旁。 
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107 第十一章函数的极限与连续性 

本章我们讨论两个题目 ，一 是当自变数趋近于一给定值时 ，一 
个函数的极限的定义(如果这函数有极 限); 一是连续函数的定义。 
这两个概念都是技术性的，在对数理哲学不过是一个介绍的导论 
中本是不需加以讨论的，不过关于这两个概念有一些错误的观点， 
特别是在所谓的无穷小计算中引起了一些误解，这些误解已经根 
深柢固地深藏于职业哲学家的心中，为将误解连根铲除，需要长时 
期的相当努力。自从莱布尼玆时期以来， 一 般都以为微分与积分 
需要无穷小的量。数学家(特别是维尔斯特拉斯)证明这是一个错 
误;可是错误固结在人心中，例如象黑格尔 （ Hegel ) 关于数学所发 
的议论，是很难加以消除的，哲学家们对于如维尔斯特拉斯等人的 
研究一直倾向于不加理会。 

在普通数学书中，函数的极限与连续性的定义中包含数。但 
是如怀特黑已经表明的，数对于这两概念并不是必不可少的。虽 
然如此，我们还是要从教科书中的定义开始，然后进而说明这些定 
义如何可以推广，以至适用于一般的序列，而不仅是适用于数的序 
列或以数来测度的序列。 

让我们来考虑任何普通数学函数/( X )，此处 x 与/(幻都是实 
108数，并且 /( O 是单值函数即给定 X ，/( X )只能有一个值。我 
，们称 x 为“自变数”， / CO 为“自变数为 x 时函数的值”。如一函数 
是我们所谓的“连续的”，各 x 的差很小，对应的各/(幻的差也必 
很小，并且假若我们使各 X 方面的差足够小，我们能够使 /(X) 方 
面的差小于任何指定的量，这就是我们所求的精确定义的粗略思 
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想。假使一个函数是连续的，我们不希望其中有突然的跳跃，以致 
对于 •^的 某个值，在它附近的任何变化不论多么小都可使/( X )的 
变化超过某个指定的有穷量。在数学中普通的简单函数都具葙连 
续的性 质:如 X 2 〆 ，…， log\sinx 等。定义不连续的函数也不困 
难，我们可以举一个不是数学上的例子，譬如“生存于时间/，而年 
龄最小的人的诞生地”。这是一个〖的 函数； 从一个人诞生的时候 
到次一个人诞生的时候，函数值是常数，然后它从一个诞生地突然 
地变化到另一个诞生地。在数学中一个类似的例子就是“仅次于 
x 的整数”，其中^为一个实数。这个函数从一个整数到次一个整 
数，是一个常数，因而有一个突然的跳跃。虽然连续函数对于我们 
更为习见，实际的情形它们乃是一些例外，比起连续函数来，不连 
续函数不知多多少。 

许多函数对于变元的一个或几个值不连续，然而对于所有其 
它的值则是连续的。举 sinl / x 为例。当0从 一 tt /2 变到 tt /2, 或 
tt /2 变到>/2,或者一般地从（2«—1)77/2变到 （2«+1) tt /2 时 

(« 为任何整数），函数 sin (9 就从一 1经过所有的值变到1。现在考 
虑当 x 非常小时 1/ x 的情形，我们知道当 x 减小时，1 A 愈来愈快 
地增大，当^变得愈来愈小时， 1/ x 愈来愈快地从 f /2 的一个倍数 
到另一个倍数，因此当 x 愈变愈小时 ， sin 1/ x 从 一 1变到1，又从 
1 变到一 1 上下往复地愈变愈快。如果我们取包含 0 的任一区间， 109 
譬如从一 e 到 + e 的区间，这里 e 是某个非常小的数 ， sin 1/^将在 
这区间内有无数次振动，虽将区间缩小，也不能减少振动的次数 
是以在自变数0的附近函数是不连续的。我们很容易作出一个函 
数，使它在某几个地方或在个的地方甚或处处都不连续。在任 
何实变数函数论的书中都可以找到一些例子。 

当自变数与函数值都是实数时，我们说对于一给定卩变数而 
言函数是连续的，这句话的意义是什么，现在我们要进而求出它的 
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精确定义。让我们先定义“邻域 （ neighbourhood )” 的概念。一数 
^的邻域即是从^ 一 6 到 X + 6 之间所有的数，此处的6在大多数情 
形下是非常小的。显而易见，不论邻域多么小，函数在一给定点的 
连续性与它在这点的邻域的情形有关。 

如果我们要函数在《点连续，我们先须定义包含值 / a 的一个 
邻域(譬如《)，至于为乃是函数在自变数 a 时所有的值，我们希 
望假使我们取一个够小的、包含 a 的邻域，对于遍及这邻域的自变 
数，函数所有的值都将包含在《邻域中，而不论我们使《多么小。 
这也就是说，如果我们要使函数与为的差不大于某一个非常小的 
量，我们总可以找到一个实数的范围， a 在这范围中间，并且遍及 
这个范围办与 / a 的差不大于预先指定的很小的量。不论我们所 
选择的量如何小，以上的话总是真的。因此我们得到下面的 定义： 
函数/00称为对于自变数 a 是连续的，如果对于每一个大于 
0而任意小的存在一个大于0的数 e ， 使得对于 S 的一切值只 
110要其绝对值小于 /( a + S ) — /( a ) 的绝对值①总小于 

在这定义中，^先确定 /( a ) 的一个邻域，也就是从 /( a ) — a 
到 /( a ) + cr 的邻域。然后定义进而说，由于 e 我们可以确定 a 的 
一个邻域即从 a — e 到 a + e 的邻域，使得对于这邻域内的所有自 
变数而言，函数的值是在从 /( a ) — o ■到 /( a ) + o •的邻 域内。假使 
这点能够做到，无论 a 如何选择，函数对于自变数 a 而言是“连续 
的”。 

到现在为止，我们还不曾定义对于一给定自变数而言的函数 
的“极限”。假如我们已经定义函数的极限，函数的连续性可以有 
一 个另外不同的定义: 一 函数在一点是连续的，如果函数在这一点 
的值等于从上或从下趋近于这一点时函数的值的极限。不过只有 
非常“平淡无奇”的函数 才是当自变数趋近于一给定点时有一个确 

①所谓一数的绝对值小于^也就是它在 一 e 与之间。 
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定的极限。通常函数是振动的，并且一给定自变数的任何邻域无 
论如何小，在其中的每一个自变数所对应的函数值的范围往往很 
大，或者说这些值的差往往很大。既然这是一般的情形，让我们先 
讨论它。 


我们先研究当自变数从下面趋近于某值 a 时有什么情形发 
生。这也就是说，我们要研究对于从 a — e 到 a 这一区间内的自变 
数而言有什么情形发生，此处的 e 在多数情形下都是非常小的。 

对应于从 a ~ e 到 a ( a 除外)这区间内自变数的函数值是实数 
的一个集合，这个集合确定实数集合的某个分割，这个分割的下部 
即是不大于从 a — e 到 a 的函数值的数所组成，给定下部中任何 
数，对应于 a — e 到 a 之间的自变数而言，也就是对应于与 a 之差 
非常小（如果 e 非常小）的自变数而言，至少有一些函数值不比这 1 .U 
数小。让我们取一切可能的 e ， 和一切可能的对应的分割。所有这 

些分割的下部的共同部份我们称为当自变数趋近于 a 时的“基本 
下部” (ultimate section )。 说一数 z 属于这基本下部，就是 说：无 

论我们使 e 如何小，在与 a 之间总有一些自变数，对应于这 
些自变数的函数值不小于 L 

我们可以将完全相同的方法应用到上部，上部不是指某一点 
以下的部分，而是指某一点以上的部分。对应于从 a — e 到的自 
变数，函数有一些值，这里我们所取的数是不小于这些值 的数； 这 
些数确定一个上部，当 e 变时，上部也变，对于一切可能的 e ，得到 

一切可能的上部，取所有这些上部的公共部分，我们得到“基本上 
部” (ultimate upper section )。 说一数 z 属于这基本上部就是说： 

无论我们使 e 如何小，在 a — e 与 a 之间有一些自变数，对应于这 
些自变数的函数值不 大于& 

如果一项 z 既属于基本上部也属于基本下部，我们就说它属 
于“基本振动部分 ” （ultimate oscillation )。 关于这一点的解释，我 


\ 
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们可以再回到当 X 趋近于 o 时函数 Sin 1 /X 的讨论。为适合上面 

的定义，我们假定这值是从下趋近的。 

让我们从“基本下部”开始。无论 e 是什么，在 一 e 与0之间， 
某些自变数所对应的函数值是1，1以外函数没有更大的值。因此 
基本下部是由到1为止并且包括1在内的所有正负实数所组成， 
也就是由所有的负数，0,以及到1为止，并且包括1在内的正数 
所组成。 

同样地，“基本上部”是由所有的正数，0,以及到一 1为止并且 
还包括 一 i 在内的负数所组成。 

是以“基本振动部分”是由从一1到1之间的所有实数，以及 
—1 与1所组成。 

112 一般地，我们可以说，一个函数的基本振动部分乃是当自变数 

从下面趋近于 a 时一些数 X 所组成，无论我们如何接近 a ， 我们仍 
然可以找到一些值不小于 A 另一些值不大于\ 

基本振动部分可以不包含任何项，或者只包含一项，或者包含 
许多项。在前面两种情形下自变数由下趋近于一点时，函数有一 
个确定的极限。假使基本振动部分只有一项，这是很显然的。如 
果基本振动部分不包含任何项，也一样真；因为我们不难证明，如 
若基本振动部分一项都没有，基本下部的上边界即是基本上部的 
下边界，并且可以定义为自变数由下趋近于某一点时函数的极限。 
但若基本振动部分有许多项，那么当自变数由下趋近于某一点时， 
函数没有确定的极限。在这种情形下我们可以取基本振动部分的 
上边界和下边界(即，基本上部的下边界与基本下部的上边界)作 
为自变数由下趋近于某一点时，函数的“基本”值的上极限和下极 
限。同样，我们得到自变数由上趋近于某一点时基本值的上极限 
与下极限。因之，在一般的情形下，趋近于一给定自变数时函数有 
四个极限。对于一给定自变数 a 而言，函数的唯一极限只在四个 
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极限全相等时才存在，并且就是这四个极限的共同值。如若这个值 
也是自变数为 a 时函数的值，那么函数对于这个自变数 a 而言是 
连续的。以上可以作为连续的定义，这个定义等价于前面的定义。 

不用一般情形中的基本振动部分和四个极限，我们也可以定 
义出对于一给定自变数而言的函数的极限(如果它存在)。在这个 
情形下，定义进行的方式正如前面连续性定义进行的方式。让我 
们定义自变数从下趋近于某一点时函数的极限。假使变目从下趋 
近于 a 时函数有一个确定的极限，那么必须而且只须，给定任意小 
的数对于和 a 够近的二自变数(两个都小于 《) 而言，函数的 m 
两个值的差小于 o '; 也就是，如若 e 是够小的，并且二自变数居于 

与《 ( a 除外）之间，那么对应于这二自变数的函数值之差小 
于这要对于任何的^都成立，不论 cr 如 何小； 在这样的情形 
下，我们说对于自变数由下趋近的某一点而言，函数有一个极限。 
同样，我们可以定义当自变数由上趋近于某一点时函数的极限。 

这两个极限即使都存在，不必 等同； 如若它们等同，它们也仍不必 
和自变数为 a 时的函数值相等。只有在最后的情形下，我们才说 
函数对于自变数《而言是连 续的。 

一 个函数对于每一个自变数都是连续的，则称这函数为(没有 
限制地)连续的。 

下面有一种略微不同的方法也可以得到连续性的 定义： 

假使有某个实数使得对于这个自变数以及所有大于它的自变 
数而言，一^数的值是类 a 的分子，那么我们说这函数“最后收敛 
于类 a 中”：同样，假使有某个小于 x 的自变数兄，使得遍及从 J 
(少包括在内)到^ ( X 除外)整个区间内一切自变数而言，函数的值 
属于类《中，那么我们说函数“在自变数从下趋近于 x 时收敛于 a 
中”。现在我们可以说 :一函 数对于自变数 a 而言是连续的， _(1 有 
值 / a , 如果这函数满足下面四个 条件： 
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CO 给定任何小于 /a 的实数，当自变数从下趋近于 a 时，函 
数收敛于这数的一切后继中。 

(2) 给定任何大于 / a 的实数，当自变数从下趋近于《时，函 
数收敛于这数的一切前趋中。 

(3) 和 （4) 是与上类似的条件，只不过自变数是从上趋近 


于 

这种形式的定义有一些优点，要定义函数对于一自变数是否 
连续，以上的定义从分别讨论其它的自变数与函数值是大于或小 
于这个自变数与函数值而把连续的条件分析为四。 

现在我们可以将定义推广以至适用于序列，这些序列不是数 
的序列或者是还不知道能以数来测度的序列。运动是一个适当的 
例子。韦尔斯 （ H . G _ Wells ) 讲过一个故事，这个故事从运动的情 

形说明对于一给定自变数函数的极限与对于这同一自变数函数的 


值二者的差别。故事中的英雄拥有实现自己愿望的能力，但是他 
并不知道，当他被一个警察所攻击的时候，只不过突然说了一句 


滚到 


，他发现警察不见了。设 / O ) 是警察在时间/所处的 


位置，而~是他发诅咒的时间，当 （ 从下趋近于 M 时，警察的位置 
的极限与这英雄相接触，而对于变目~而言函数值是 —— 。 


—— 。不过 

这样的情形在实际世界里是少有的，虽则没有足够的证据，人们却 
是假定所有的运动都是连续的，即，给定任何物体，如/(0是这物 
体在时间 （的位 置，/(0是/的连续函数。这就是在这样的语句 
中所包含的“连续性”的意义，现在我们就是希望尽可能简单地对 
它加以定义。 

我们已经给出的定义是就自变数与函数值都是实数而言的， 
我们可以很容易地使这些定义适合于更普遍的用途。 

令 P 与 Q 为二关系，虽然对于我们的定义说，二者不必都是序 
列关系，但是我们最好还是想象它们为序列的。又令 R 为一个一 
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对多的关系，它的前域包含在 P 的关系域中而它的后域包含在 Q 
的关系域中。于是 R 是(在一般意义上的)一个函数，它的自变数 
属于 Q 的关系域.它的值属于 P 的关系域。假使我们所讨论的是 
在一条直线上运动的质 点:令 Q 为时间序列， P 为直线上从左到右 
的点的序列， R 为直线上质点在时间 a 的位置与时间 a 的关系，因 
而 “ a 的 R 关系者”即是质点在时间 a 的位置。在我们定义的整个 
过程中可以将这个例子记在心中。 

如果给定 P - 序列中任一区间 a ， 《包含对于自变数 a 而言的 
函数值，在 Q - 序列中有一区间，这区间包含 a 但不以 a 为终点， 
并且对应于这整个区间的函数值是《的分子，这样，我们说函数 R 
对于自变数《是连续的。（所谓一个“区间”指在任何二项间所有 
的项；亦即如 x 和^是 P 的关系域中二分子，并且 x 对^有关系 
P ， 所谓 “ x 到 y 的 p 区间”指所有的项 x 对 z 有关系 p ， 并且 z 
对少也有关系 P ——有时这样说时^和^本身也包括在内。） 

我们也可以很容易地定义出“基本下部”和“基本振动部分”。 
要定义从下趋近于自变数 a 时的基本下部可以取先于 a 的任一自 
变数^ (即，对《有关系 Q 的取对应于到^为止并且包括^在内 
的一切自变数的函数值，构造由这些函数值所确定的 P 的下部，所 
谓 P 的下部即是 P - 序列中先于或者等于这些函数值中的某一些 
的分子。对于每一个先于 a 的^有一个 P 的下部，取所有这些下 
部的公共部分，这就是基本下部。至于基本上部与基本振动部分 
完全和上面的情形一样定义。 

收敛的定义和以收敛来定义连续性也没有任何困难。 

设有 M T 函数 R 的后域的一个分子 h ^还属于关系 Q 的关系 
域，如果^所对应的或者^与之有关系 Q 的任一自变数所对应的 
函数值都是 a 的一分子，那么我们说函数 R 是“最终 Q - 收敛于 a ”。 
又设有一项^与一给定自变数 a 有关系 Q 并且属于 R 的后域，如 
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果从7 G 在内）到 a ( a 除外)的 Q - 区间中任一自变数所对应的函 
数值都属于《，那么我们说 R “当自变数趋近于给定自变数《时 Q - 
收敛于《”。 

我们已经知道要使函数对于自变数 a 而言是连续的，必须满 
足四个条件，如令&为函数对于 a 的值，则第一个条 件是： 

给定与6有关系 P 的任意一项，当自变数从下趋近于《时，函 
数 R Q - 收敛于6的（对于 P 而言的）所有后继中。 

将以上第一条件中的 P 替以 P 的逆关系即可得到第二个条 
件;将第一、第二条件中的 Q 替以 Q 的逆关系即可得到第三、第四 
两条件。 

如是，在函数的极限的槪念中或者在函数的连续性的概念中 
没有东西必需涉及数。这两个概念都可一般地定义出来，我们可 
以证明关于它们的许多命题适用于任何两个序列(一个是主目-序 
列，一个是值-序列)。我们可以看出这两个定义并不牵涉无穷小。 
它们涉及的是无穷多的区间所形成的类，这些类愈变愈小，除0而 
外没有任何的极限，但是它们不涉及任何不是有穷的区间。这个 
事实恰和后面的例子类似，如若将一寸长的直线二等分，再二等 
分，一直继续下去，在这样的方式下我们决不能得到一个无 穷小: 
经过《次二等分以后直线的长度是 1/2™ —寸，不论《是什么有穷 
数， V ，也是一个有穷数。继续的二等分，这一过程并不导致序 
数为无穷的划分，因为过程本质上是一个一步接一步的过程。是 
以无穷小决不能以这种方式得到。在这些论题上含糊不清与人们 
在讨论无穷和连续性时感到的一些困难很有关系。 


110 



第十二章选择与乘法公理 
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在这一章中我们必须讨论一个公理，这个公理可以用逻辑槪 
念陈述出来，却不能用逻辑概念予以证明，有了这公理，数学中的 
某些部分可以得到不少的方便，可是这公理并不是必不可少的。 
所谓这公理能给予方便，就是许多有趣的，想当然的命题没有这公 
理的帮助就不能证明；但是这公理又不是必不可少的，因为即使没 
有这些命题，它们所在的那些理论部分，虽然形式上稍微有点残 
缺，却仍然存在。 

在陈述乘法公理以前，我们必须先解释一下选择的理论以及 
当因子数可能是无穷时乘法的定义。 

在定义算术的运算时唯一正确的步骤是构造一个实际的类 


(或者关系，假若是在关系数的情形下），使这类有所需要的项数。 
这有时需要一点机智，但是为了证明我们所定义的数存在，这是必 
要的。最简单的例子，譬如加法。假定给定基数^和有 M 个项的 
一个类《。我们如何定义 A + A ? 要作出这个定义，我们必须有 
两个类有^个项，并且这两类必须不相交。我们可以用各种不同 
的方法从 a 构造出这两个类来，下面的方法或许是最简 单的: 首先 
我们先构造所有的有一定先后次序的对子，这些对子的第一项是 
一个类，这个类只包含《的一个分子，它们的第二项就是空类，然 
后构造另一些有序的对子,它们的第一项是空类，而第二项是一个 
包含《—分子的类。这两种对子的类没有相同的分子，这两类的 
逻辑和就有^ ^项。又假若给定^是某一类 a 的项数，〃是某118 

一类3的项数，用完全类似的方法我们可以定义^。 
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这样的定义普通都不过是一个适当的技巧问题。但是在因子 
数可能是无穷多的乘法的情形下定义里会出现严重的问题。 

因子数是有穷的乘法没有什么困难。给定二类 ct 和0， ct 有 
^ 项，々有〃项，我们可以定义^ X 〃， 我们可以构造有序的对子， 
我们从《中选出一项作为一个对子的第一项，从选出一项作为 
第二项，所有这些对子形成一个类，这个类所有的项数就是 A X 
v 。 我们可以看出这个定义不要求 a 和卩不相交；就是 a 和|3等同 
的时候，定义依旧是适当的。例如，令《为一类，它的分子是々， x 2 

和心。那么我们用来定义乘积 Px ^的类就是以下这些对子 
的类： 

( Xi ， Xi )，（ A ， X%y 9 QXi y 知)；（^*2，久1)，（*^*2，欠2)， 

<>2,知）； 0*3, A )， 0 3 , X 2 )， 0 3 , JC 3 )。 

当 A 或〃或二者都是无穷的时候，以上的定义也还是可用的 ，并且 
这个定义可以一步一步地推广到三个，四个或者任何有穷个因子 
上去。在这些情形下，定义都不会有什么困难发生，可是定义不能 
推广到无穷多个因子上去。 

因子数是无穷时乘法的困难是这样产 生的： 假定我有一个 
类的类 X ，其中每一类所有的项数都是给定的。我们如何定义所 
有这些数的乘积？假使我们可以一般地构造出定义来，那么无论入 
是有穷或无穷，定义应该都可适用。我们注意，我们要能够处理的 
问题是当 A 无穷时的情形，而不是当它的分子无穷时的情形。如 
果入不是无穷，而它的分子是无穷时，上面作定义的方法还是能应 
用，正如当它的分子是有穷时一样。反之，如果 A 是无穷时，即使入 

的分子是有穷的，仍然有问题产生，我们必须寻觅一个途径来处理 
的就是 A 无穷时的情形。 

下面一般地定义乘法的方法是从怀特黑来的^这个方法在 
《 数学原理》第一卷 * 80和其后诸节以及第二卷 * 114中有详细的 
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解释和讨论。 

让我们从 A 是一个两两不相交的类的类开始， -一一 譬如没有 
复选制度的国家的许多选区，每一选区都可以看成是选民的一个 
类。现在让我们开始从每一类中选出一项作为这类的代表，就象选 
举议会议员时那样，假定根据法律每一选区必须选一个本区内的 
选民为议会的议员，如是我们得到一个代表的类，每一个代表各自 
从一个选区中被选举出来。他们组成议会。我们要问有多少种不 
同的可能方法选出一个 议会？ 每一选区可以选出它的选民中的任 
何一个，所以如若在一选区内有 M 个选民，那么就有/ X 种不同的选 
择。不同的选区的选择是互相独立的；当选区的总数是有穷时，显 
然各种可能的议会的数目等于各个选区中选民数目的乘积。在我 
们不知道选区的数目是有穷还是无穷时，我们看各种可能的议会 
的数目是多少，就将这数目用来定义各选区选民数的乘积。这就 
是用以定义无穷乘积的方法。关于这例子现在就止于此，我们要 
进一步作严格的说明。 

令 入为类 的类，让我们还是从 A 的各分子两两不相交的情形 
开始，所谓两两不相交，就是说，如果 a 和是 A 的两个不同的分 
子，那么 a 中没有一个分子是0的分子，反之，中也没有-一个分 
子是 a 的分子。当一个类恰好由\的每一分子中的一个项所组成 
时我们就叫这个类为 X 的一个“选择类” ( selection ), 假使 a 的每 
一分子都属于 X 的某一分子，并且若 a 为％ 的任一分子，以和 a 刚 
好有一项共同，这个^即是 X 的一个“选择类”。 X 所有的选择类形120 
成的类称为人的“乘法类” (multiplicative class )。 人的乘法类的项 

数，或者说， A 的可能的选择类的数目就定义为 A 的分子数的乘 
积。不论 A 是有穷还是无穷这个定义一样的适用。 

我们在作以上的定义时曾有一个限制，就是假定入的各分子 
两两不相交。要使以上的定义十分完满，我们必须去掉这个限制。 
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为达到这个目的，我们先不定义什么叫做一个类是一个“选择类' 
而要先定义何谓一个关系是一个“选择子” （ selector )。 一关系 
R 如果从 X 的每一个分子中挑出一项作为这个分子的代表，或者 
说，给定 A 的任一分子《，恰好有一项 X ，1是《的一分子并且 x 
对《有关系若这就是 R 的全部作用，那么 R 称为是 h 的一个 
选择子，下面是一个形式的 定义： 

所谓一个类的类 X 的一个“选择子〃乃是一个一对多的关系， 
这个关系以 A 为它的后域，并且如果 x 对《有这个关系，那么 x 是 
a 的一分子。 

假使 R 是 A 的一个选择子，》为 x 的一分子，又 x 是和 a 有关 

系 R 的项，我们称 x 为对于关系 R 而言的《的“代表” （ representa - 
tive )。 

至于 A 的一个选择类现在可以定义为一个选择子的 前域； 象 
前面我们已经说过的一样，所谓乘法类就是选择类的类。 

若是 A 的分子相交，或者说，有共同分子，那么选择子可能多 
千选择类，因为《和 p 二类所共有的一项 X 可以一次选来代表 a ， 
另一次选来代表0，在这两种情形下，产生两个不同的选择子，但 
是两个选择类却没有什么不同。为了定义乘法我们所需要的勿宁 
是选择子而不是选择类。我们的定义 如下： 

一个类的类 A 的分子的项数的乘积是 A 的选择子的数目。 

121 将上面的方法稍加更改我们可以定义乘方。自然我们也可以 

将 〆 定义为〃个具有 A 项的类的选择子的数目。但是对于这个 
定义有些非议。因为这个定义用到了乘法公理，这个公理我们不 
久就会讲到了，这样将乘法公理牵涉进来是不必要的。因之我们 
不采取这个定义而采取下面的 方法： 

令 a 为一个 有 / i 项的类，^ 为一个有 P 项的类。 

设 J 为 P 的一分子，作出所有有序的对子的类，使这些对子以 
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V 为它们的第二项， a 中的一分子为它们的第一项。对于一给定 
的少有 P 个这样的对子，因为 a 的任何分子都可以选來作第一项， 
而 a 有^个分子。我们将这 /X 个对子看作一类。换以另外一个 
又可以得到一个含有 A 个对子的类。因为^可以是^中的任一 
分子，又3有〃个分子，所以从不同的^我们可以得到〃个这样 
的类。这〃个类都是对子的类，这些对子是由《的任一分子和3 
的一个固定分子所形成的。这〃个类又形成一个类。我们定义 
W 为这个类的类的选择子的数目。或者我们也可以定义 W 为选 
择类的数目，因为我们的对子的类是互相排斥的，它们没有共同的 
分子，选择子的数目和选择类的数目相等。这类的类的每一个选择 
类都是有序对子的一个集合，在这个对子的集合中恰好有一个以卢 
的一给定分子为它的第二项，它的第一项可以是 a 的任一分子。是 
以我们以〃个具有 P 项的类的集合的选择子来定义 V 。这个类 
的集合有一定的结构，它的构成情形较一般的情形更易处理。至 
于这个定义和乘法公理的关系不久就显示出来。 

应用于乘方的方法也可应用于两个基数的乘积。我们可以定 
义，乂 v ，，％ v 个具有^项的类的项数之和。但是我们宁愿将 
xF 定义为一些有序对子的数目，这些对子的第一项是《类的分 
子，第二项是/〗类的分子，其中《有 P 项，/〗有 〃项。 我们作出这 
个定义也是为了避免假定乘法公理。 

用我们的定义，我们可以证明通常的乘法和乘方的形式定律。 
但是有一件事我们不能证明，就是只有当一个因子是零的时候，乘 
积才 是零。 固然在因子数是有穷的时候没有什么问题，可是在因 
子数是无穷的时候，我们就无法证明了。换言之，我们不能 证明: 
给定一个类的类，它的分子中没有一个是空类，那么必定可以得出 
一个选择子;或者说，给定一个类的类，若这类的分子互相徘斥，那 
么必定至少有一个类，这个类是由那些给定类中的每一个的一个 
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项所组成。这几个命题都不能证明。虽然乍看起来，似乎显然是 
真的，但是仔细思考便渐增疑惑。到最后我们只得满足于记录下 
这个假定以及它的推论，就象我们记录下平行公理一样，而不假定 
我们能够知道它是真还是假。这个假定含糊一点说，就是在我们 
希望选择子与选择类存在时，我们就肯定它们存在。有许多方式 
可以将这假定严格地陈述出来，这些方式都是等价的。我们可以 
从下面的叙述 开始： 

“给定一个类的类，它的各分子互相排斥，并且没有一个是空 
的，那么至少有一个类，这个类和给定的各类恰好有一项共同。” 

这个命题我们就称之为“乘法公理”①。我们先给出这个命题 
的各种等价的形式，然后再对某些形式详加讨论，在这些形式中， 
公理的真伪对于数学是饶有兴味的。 

和乘法公理等价的一个命 题是: 仅当至少一个因子为零时，乘 
积才是零;亦即，如果任何数目的基数相乘，除非这些基数中有一 
个是0,乘积决不为0。 

和乘法公理等价的另一个命 题是： 如果 R 是任意的一个关 
系，\是任意的一个类，这类包含在 R 的后域中。那么至少有一个 
一对多的关系，这个关系藴涵 R 并且以 X 为它的后域。 

和乘法公理等价的第三个命题 是:设 a 为任意一个类， A 是除 
I 23 空类以外 a 所有的子类的类，那么 A 至少有一个选择子。乘法公 
理就是在这个形式中为崔梅罗 ( Zenndo ) 首先引起学术界的注意， 
这是崔梅罗在他的 《 每一集合均可良序的证明》 （ Beweis，dass jede 
Menge wohlgeordnet werden kann ) ⑧一文中所提出的。他认为这 

个公理的真是无可怀疑的。必须承认，在他将这公理明白地表示 


①见 PM vol. i. • 88 及 vol. iii. + 257-258 。 

@ 《数学年报 》 (Mathematische Aimalen) ， vol. lix. pp. 514—6。 此后我们即 
称这一个形式的公理为崔梅罗公理 (Zermelo’s axiom)。 
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出来以前，数学家们已经使用这公理而没有怀疑;不过似乎他们引 
用这公理是无意识地。崔梅罗使这公理有一个清晰明白的形式， 
这是他的功绩，但是这与公理的真假完全不相干，公理是真还是假 
依然是个问题。 

在上面提到的证明中崔梅罗已经证明，乘法公理等价于每一 
类均可良序这一命题，所谓每一类均可良序就是每一类均可排成 
一序列，在这一序列中每一子类（自然，除去空类)都有一首项。每 
一类均可良序这命题的全部证明是很难的，不过证明所依据的一 
般原理并不难了解。证明使用了我们所谓的崔梅罗公理，也就是 
说，假定了这么一个命题•.给定任意一个类 a ，至少有一个一对多 
的关系 R ， 除去空类不算， R 的后域是由《所有的子类组成的，并 
且如果 x 对？有 R 关系，那么％是〖的一分子。这样一个关系从每 
一个子类中挑出一个“代表”来，自然，常常会有这样的情形：两个 
子类有相同的代表。崔梅罗所做的，事实上就是用尺和超穷归纳 
法一个一个地来数 a 的分子。我们将 tx 的代表放在最先，称它为 
x 1? 然后取《除去 A 后剩下的所有分子的代表，称它为 A 。 知和 
Xj 必不相同，因为每一个类的代表是这类的一分子，而是不在 
这一类中的。象取出 々那样 ，我们继续进行，令知为 a 除去 M ， 
x 2 以后所余的类的代表。这样，假定 a 不是有穷的，我们就先得到 
一 个序级^1，々，…，〜， …。 然后我们去掉这整个的序级；令^ 
为 a 余下的分子的代表。象这样我们可以继续下去直到没有东西 
剩下来。这一连串的代表形成一个良序的序列，这个序列包含 a 
所有的分子。（以上的说明自然不过是崔梅罗证明的大纲的提示) 
这个命题称为“崔梅罗定理 ”( Zermelo ’ s theorem ) 0 

乘法公理还等价于这么一个 假定： 任何两个不等的基数必有 
一个较大。如果公理不真，则将有二基数^ 和匕 ^既不小于，也 
不等于，也不大于〃。我们已经知道心和 2 冷可能就是这样的一对 
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基数的例子。 

我们还可以举出乘法公理的许多其它的形式。但是上面几个 
是现在已经知道的各种形式中最重要的。至于在每一种形式中公 
理的真或假现在毫无所知。 

有些命题是否和公理等价还不知道，可是它们确是有赖于公 
理，这样的命题很多而且很重要。先取加法和乘法的联系为例。 
我们会很自然地想到〃个具有 P 项的互相排斥的类之和必有 
〃项。当〃是有穷的，这个命题可以证明。但是在〃是无穷的时 
候，没有乘法公理，这个命题就不能证明，除非由于某种特殊的情 
形可以证明某些选择子的存在。以上命题的证明如何引用乘法公 
理我们现在叙述如后 :假定 我们有两个类的集合，每一个集合都有 
〃个互相排斥的类，每类又都有 A 项，我们要证明一个集合的项数 
和另一个集合的项数相等。要证明这一点，我们必须建立一个一 
对一的关系。现在因为每种情形都有〃类，在两个类的集合之间 
存在一对一的 关系； 但是我们所要的是在它们的项之间的一个一 
对一的关系。让我们考虑在这些类与类间的某个一对一的关系 S ， 
假使％和 A 是两个类的集合，或者说，两个类的类，又《是〃的一 
分子，则有一个 P 0是 A 的一分子并且是对于 S 而言的 a 的对应 
者。现在《和3都有 P 项，因此二者相似，更因此《和戶间有一对 
一的关系。但是麻烦的是一一对应的关系有很多。为了得到《之 
和与 A 之和之间的一个一一对应关系，我们必须从一个对应者的 
类的集合中挑出一 个选择 类来，集合中的一个类是 a 与 @所有的 
125 —一 对应者。如 果&和 A 是无穷的，除非我们知道乘法公理是真 
的，一般地，我们不能知道这样一个选择类的存在。因此在加法与 
乘法之间我们不能建立通常的联系。 

这个事实有许多新奇的推论。我们知道现 
在我们就从这一点开始。普通常从以上的等式推论出 K) 个具有 Ho 
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项的类的和必定还是有项，但是这个推论是谬误的，因为我们不 
知道这样一个和的项数是 N 。 x K)， 更无从知道它 就是心 。这一点对 
超穷序数的理论有重大的意义。我们不难证明，有卜‘。个前趋的序数 
必是一个康托所谓的“第二类”序数；所谓一个序数是一个第二类 
序数 就是: 假若它是某一个序列的序数，那么这序列的关系域必有 
K) 项。我们也很容易地看得出，如果我们取出任意一个第二类序 
数的序级来，这些序数的极限的前趋至多形成一 H 。个类的和，这心 
个类中的每一个又有心项。由此我们推论——除非乘法公理是真 
的，不然，又会陷入谬误 一一 极限的前趋有 Ho 个，并且因此极限是 
一个“第二类”数。这就是说，我们假定第二类序数的任意一个序 
级有一个极限，而且这极限也是一个第二类序数这样一个命题算 
是已经证明 。 从这命题我们可以推论出一个系来 :Ol( 最小的第二 
类序数）不是任何序级的极限。在大部分习知的第二类序数的理 
论中都要涉及上面的命题和它的系。就这命题和系涉及乘法定理 
来看，我们不能认为它们是已经证明，它们可能真，可能不真。究 
竟是真还是不真，现在我们只能说不知道。因之第二类序数的大 

部分理论必须看作是尚未证明。 

另外一个例子可以帮助我们对或者说，加法和乘法之 

间的联系的概念更加清楚。我们知道 2 xHo =M q 。 因此我们可以假 
定 H Q 个对子之和必有 H。 项。虽则我们可以证明有时确是这样的情 
形；但是除非我们假定了乘法公理，我们却不能证明永远是这样的 
情形。这一点我们可以用这样一个百万富翁的例子作为说明。这 
个百万富翁当他买一双靴子时，同时总买一双袜子，如果他不买靴 
子，也决不买袜子，他有这样的一个脾气总是二者一齐买，最后他有 
Ho 双靴子 ，心 双袜子。问题 是:他 有多少只靴子，多少只妹子，人 
们会很自然地假定，他的靴子，袜子每样有多少双，每样就有加倍 
那么多只，因为 K) 二倍以后不会增加，所以他每样有卜。只。然而我 
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们已经注意到把〃个具有 A 顼的类之和与 yx 〃联系起来的 困难。 
有时能够建立这样的联系，有时不可能。在我们的例子中，关于靴 
子可以建立这样的联系，可是对于袜子，除非有某种非常巧妙的计 
策，一般是不可能的。这个差别的理由 是:在 靴子中我们可以分别 
左右，因此我们从每一对中能够选择出一只来，或者我们挑出所有 
的右靴，或者所有的左靴;可是说到袜子，没有显示出这样一个选 
择的原则，除非我们假定乘法公理，我们不能确定有任何一个类， 
它是从每一双袜子中挑出一只来所组成的。这就是问题。 

以上的问题还可用另外一个方法说明。要证明一个类有 
项，必需和充分的条件是找出某一个方法将这一类的分子排成一 
个序级。关于靴子这么做是没有困难的。它们的对子旣形成一个 
具有 N 。 项的类，因之可以作为一个序级的关系域，在每一双中先取 
出左靴，次取出右靴，将对子的次序保持 不变； 这样我们就得到所 
有靴子的一个序级。但是对于每一双袜子我们不得不任意选择一 
个放在 前面； 无穷次的任意选择是不可能的。除非我们能够找到 
一个选择的规则，或者说，是一个选择子的关系，甚至在理论上我 
们也不知道选择是可能的。自然，空间中的对象，如象袜子，我们 
总能找到某个选择原则。譬如，就袜子的质量中心来 说:在 空间中 
必有点 A 对于任何双袜子而言，两只袜子的质量中心不会和户有 
*27 相等的 距离； 因之我们可以从每一双里选出质量中心较近于 p 的 
抹子来。但是为什么象这样一种选择方法总是可能的，这一点并 
没有理论上的理由。读者费一点思索就可看出，袜子这个例子表 
明了一个选择类也许是不可能的。 

我们要注意，如果从一双袜子中选出一只来是不可能的，那么 
因之袜子就不可能排成一个序级，所以它们不是⑺只。这个例子说 
明: 假若 P 是一个无穷数， A 个对子的一个集合所有的项数可能和 
A 个对子的另一个集合的项数不相等;例如给定双靴子，确有 H 0 
120 



只靴子，但是除非我们假定乘法公理，或者找到某个偶然的、几何 
的选择方法，如同上面那样，我们不能确定袜子的情形也是一样。 

涉及乘法公理的另一个重要问题是自反性对于非归纳性的关 
系。记住在第八章里我们曾指出一个自反数必定是非归纳的，但 
是逆命题(就现在所知）只有假定乘法公理才能证明，其理由如下： 

我们不难 证明： 一 个自反类包含有具心项的子类。 C 自然，也 
可能这类本身就有 H Q 项。）是以我们必须证明，给定任何非归纳的 
类，从它所有的项中可能选出一个序级来，若是我们有足够的能 
力，我们可以证明，一个非归纳的类所有的项数必定多于任何归纳 
类的项数，或者换句话说，假使 a 是一个非归纳类，〃是任意一个 
归纳数，必有 a 的一些子类有〃项，这一点的证明现在没有什么困 
难。因之我们能够构造 a 的有穷子类的 集合： 我们先构造一个一 
项都没有的类，然后是只有一项的一些类的分子有多少这些类 
就有多少），然后是具有 2 项的类，等等。如是我们得到一个序级， 
排入序级的每一项乃是一些子类的集奋，每个集合由那些有某个 
给定的有穷项数的子类所姐成。直到现在我们不曾使用乘法公 
理，但是我们只证明了 a 的子类的集合的数目是一个自反数，也就 
是，假使 P 是 a 的项数，跟着 2 m 是 a 的子类的数目，2#是子类的 
集合的数目，那么，若 A 不是一个归纳数，则2#必是一个自反数。 
可是这一点离我们原来要证明的还远着哩。 

为了从这一点再进一步，我们必须用乘法公理。除去仅含空 
类的子类不算，让我们从每一个子类的集合中选出一个子类来。 
这就是，我们一步步地选出一个仅含一项的子类，譬如说一个 
含二项的子类，譬如％;—个含三项的子类，譬如—直下去。（假 
定了乘法公理我们才能这样做；否则，我们不知道我们是否能这样 
地一直做下去。）我们现在所有的是一个 a 的子类的序级 a i ， ％， 
%，•••，而不是子类的集合的一个序级；如是离我们的目的是走近 
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了一步。假定了乘法公理，现在我们知道如果 A 是一个非归纳 
数，2必是一个自反数。 

下一步需耍注意的是，虽然我们不能确知在序级％，％， a 3 , 
…中在任一个指定的阶段有《的新分子加入，但是我们能够确知 
新分子不时地继续加入。这一点得要说明。类％是序级的一个新 
的首项， A 只含一项，令这一项为 A， 内 有两项，可能其中有一项 
是々，也可能不是;如果％包含々，那么它还有一个 新项; 如果它 
不包含那么它必包含两个新项，譬如说 A， 知。在这种情形下， 
可能％ 就是 々，知 三项所组成，因此没有一个新项，但是在这、 
种情 形下〜 必定包含一个新项。前^个类内， a 2 , ％…，〜最多包 
含1+2+3 +…+ p 项，亦即 v 卜+ 1)/2 项; 若是前 v 个类没有重 
复的项，那么可能从第〃 +1个类到第〃 0 + 1)/2个类才含些重 
复的项。但是到了第〃 (^+1)/2 个类以后的第一个类它包含^ O 
+ 1)/2+1项，原有的一些项不再够用了，因此在这个时候必有新 
项加入 u 由此我们 得出： 假使从序级％，％，％，…中去掉所有那 
些完全由前面一些类中出现的项所组成的类，我们还是得到一个 
序级。令这新序级为 A，A，A， …（将这新序级和原有的序级比 
较，我们有％ =札，％ = 氏 ，因为％和％必定包含新项。也可能有 
a 3 = j6 3 , 也可能没有。一般地说，^必是一个〜，其中〃不小于 
也就是说，凡3必是某个 O 现在所有这些0中的任何一个，譬如 
都含有为前面的 々所没 有的一些项。令仏中为新项所组成的 
部分为 K。 如是我们又得到一个新的序级？1，72, ？3,…（首项 
必娃氏，因之也是 a 1; 假若 a 2 不包含％的那个唯一分子，我们更有 
，心吗， 但若内 包含那个分子，仏就包含的另一个分子。 
这个新的7的序级是由互相排斥的类组成的。所以从这些类各选 
出一项来又是一个序级；就是说，假使 々是乃 的一分子，々是丫 2 
的一分子，知是的一分子，依此类推，那么 A，A， 知，…是一 
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个序级，并且是《的一个子类。假定了乘法公理这样的选择是能 
够做到的。如果公理是真的，两次应用乘法公理，我们就证明了每 
一 个非归纳的基数必是一个自反数。这个结果也可以从措梅罗定 
理， 即是： 如乘法公理为真，则任何类均可良序这一命题中推导出 
来； 因为一个良序序列的关系域所有的项数不是一个有穷数就是 
一个自反数。 

以上我们直接论证而不从崔梅罗定理推演，这样做有一个优 
点，因为上面的论证不要求乘法公理普遍真，而只要求乘法公理应 
用于 H 。 个类的集合时是真的。有可能公理对于 K ) 个类成立，而应用 
于数目较 Ho 更大的类不成立。因此如果可能，我们使自己满足于！30 
范围比较狭小的假定比较好。在上面直接论证中所用的假定是 Mo 
个因子的乘积决不为零，除非其中有一个因子是零。我们可以把 
这个假定叙述成如下的形式是一个可乘数 ” (muUipliable num ¬ 
ber ), 所谓一个数〃是可乘的， 即是： 除非其中有一个因子为零否 
则^个因子的乘积决不为零。我们能够证明一个有穷数总是可乘 
的，可是我们不能证明任何的无穷数也是如此。乘法公理等价于 
这样一个 假定： 所有的基数都是可乘的。但是为使自反数等同于 
非归纳数，或者，为处理靴子与袜子的问题，又，为证明第二类数所 

排成的任何序级仍是第二类数，我们只需要非常少的假定: H 。 是可 
乘的。 

关于本章所讨论的问题很可能将来会有许多发现。似乎涉及 
乘法公理的许多命题将来也可能证明与乘法公理并不相干。普遍 
形式的乘法公理将来可能证明是假的，这是可以想象的。从这一点 
看，我们可以寄很大的希望于崔梅罗定理，也许我们能证明连续统 
或者某些更稠密的序列是不能排成良序的，根据崔梅罗定理，这就 
证明了乘法公理是假的。然而，直到如今能得到这些结果的方法 
还不曾发现，这个题目依然是在云雾之中。 
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第十三章无穷公理与逻辑类型 


无穷公理也是一个假定，可以叙述 如下： 

“若” 是任一个归纳基数，则至少有一个类有《个个体”。 
如果这公理是真的，自然我们 得出： 有许多类有《个个体，而 
世界上个体的总数不是一个归纳数。因为，根据公理，至少有一个 
类有 «+ i 个项，据此 得出： 有许多类有《个项，并且《不是世界上 
个体的数目。既然《是任意一个归纳数，可知世界上个体的数目 
(如果我们的公理是真的)必定超过任何归纳数。在前一章我们曾 
知道有些基数可能既不是归纳的也不是自反的，就这点可能看，除 
非我们假定了乘法公理，我们不能从无穷公理推论得到至少有 K 0 
个个体。但是我们的确知道至少有个类的类，因为归纳基数就 
是类的类，假若无穷公理是真的，我们知道这些归纳基数形成一个 
序级，序级的项数就是 H 。。 我们所以需要无穷公理的理由可以解释 
如后: 一--读者当记得皮亚诺的假定之 一是: 没有两个归纳基数有 
相同的后继，即，若讲和《为二归纳基数，除非我们不会有 m 
十1=«+1。在第八章中我们曾用过与上面皮亚诺的假设其实相 
同的一个假定，即是，若《为一归纳基数，则《不等于《 + 1。我们也 
132许会认为这个假定能够证明。诚然，我们确能证明，如《是一个归 
纳类，又 〃为 《的分子数，则《不等于 rt +1。 用归纳法可以很容易 
地证明这个命题。证明了这个命题以后，我们会以为这个命题蕴 
涵上面的命题。可是事实上并非如此，因为可能并没有象》这样 
一 个类。我们的命题所藴涵的实在是:如《是一归纳基数，并且至 
少有一个类有《个分子，那么《不等于《+1。无穷公理给我们保 
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证(姑不论是真还是 假): 确有一些类有《个分子，于是我们才得断 

定《不等于《+1。没有这个公理，可能《和《+1都是空类。 

让我们用例子来说明这种可 能性： 假定在世界上恰有九个个 

体。（至于“个体”这词何所指，须请读者耐心稍待。）那么从0 —直 

到9的归纳基数虽是我们期望的，可是10 (定义为 9 + 1) 却是一个 

空类。我们记住《+1可以用后面的方法 定义：《+1 就是所有那 

些类的集合，这些类在除去其中一项 x 以后，余下的仍为一个有《 

项的类。现在将这定义应用于我们所假定的情形，我们可以看出 

9 + 1这个类不包含任何的类，即是说它是一个空类。同理9 + 2也 

是个空类，或者一般地说，9 + «是个空类，除非《是零。如是，10 

和它以后所有的归纳基数全相等，因为它们都是空类。在这样的 

情形下，归纳基数不形成一个序级，没有两项有相同的后继这一命 

题也不真，因为 9 和10的后继都是空类 （10 本身就是空类)。为防 

止算术有这么一个窒碍的结局，我们需要无穷公理。 

事实上，只要我们满足于有穷整数的算术，既不引入无穷整 

数，也不引入有穷整数或分数的无穷类或者无穷序列，可能没有无 

穷公理也能得到一切所要的结果。这就是说，我们能够处理有穷 

整数和分数的加法、乘法和乘方，但是我们不能处理无穷整数或无 133 

理数。这样，我们就不足以建立一个超穷数的理论和实数理论。 

这几种结果如何发生现在须加以说明。 

假定世界上个体的数目是 心那么 个体的类的数目就是 2' 这 

个结果是根据第八章中提到的普遍命题得到的，这个普遍命 题说： 

一个有《个分子的类包含的类的数目为 >。我们也知道总是大 

于《。所以世界上类的数目大于个体的数目。现在我们象刚才一 
* 

样假定个体的数目是9,那么个体的类的数目就是2%即512。只 
是用以计数个体，我们所需要的数止于9就够了。现在如果我们 
不是计数个体而是计数类，那么直到我们达到512时，我们的算术 
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都是正常的，第一个成为空类的数是513。假使我们再进一步，从 
类到类的类，我们算术的范围更加扩张。类的类的数目是2^ 2 ,这 
个数很大，几乎不是我们所能想象的，因为它有大约153位数。假 
使我们再向前进到类的类的类，我们将得到一个更大的数，这个数 
是2的一个乘方，指数就大约有153位，所以这数的位数更多，大 
约是 3 x 10 m 位。在纸张缺少的今日我们不想把它全写出来。若 
是我们需要再大的数，沿着逻辑的层次前进，我们可以得到它们。 
这样，指定任何一个归纳基数，只要我们沿着逻辑的层次前进到一 
个足够的距离总可以在不是空类的数中找到它们的位置①。 


至于分数，我们有非常类似的情形。假若一个分数 A / v 有普 
通我们所希望于分数的性质，必须有够多的用于计数的对象(不论 
是些什么）保证空类不致骤然出现。但是，对于任何的分数 
只要沿着逻辑的层次前进到足够的距离，没有无穷公理也可保证 
这一点。一个数若大于个体的总数，在计数个体时我们不能达到 
这数，在这种时候，我们可以试着计数个体的类的数目，以求达到 
这数，若是仍然不能得到这数，我们可以试着计数类的类的数目， 
如此继续进行总可以达到这个数。总之，无论世界上的个体多么 
少，无论 M 可能是一个什么归纳数，我们总可以达到一个阶段，有 
比# 多得多的对象。即使根本没有一个个体，这一点还是真的， 
因为这时还有一个类，即空类，因而又有2个类的类（即，空类和以 
个体的空类为唯一分子的类），4个类的类的类，下一个阶段是16 
个，再下一个阶段是6 5 ,536个，等等。如是为了达到任何给定的 
归纳基数，并不需要无穷公理这样的假设。 


我们之需要无穷公理是在我们要处理归纳基数或者分数的总 
类或全部序列的时候。为了 确立心 的存在，我们需要归纳基数的 


①关于这个题目请参考 PM . vol . ii * * 120 ff 。 在分数中有与这題目相当的问 
題，关于这一部分则请参阅同书 vol. iii. * 303ff。 
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总类，为了确立序级的存在我们需要全部序列:为了这些原故，我 
们必须能够构造出一个单一的类或序列，在这类或序列中没有一 
个归纳基数是一个空类。为了以节来定义实数，我们需要分数的 
全部序列，这个序列并且须是依大小次序排列的。除非分数的序 
列是紧致的，否则，用节来作成的定义将给不出我们所要的结果， 
然而分数的总数若是有穷的，分数的序列不可能是紧致的。 

人们会很自然地假定——作者早年就曾这样做 -一- 用我们以 
上所讨论的构造法我们能够证明无穷公理。人们 会说： 让我们假 
定个体的总数是《，即使《是0也不 妨事； 那么如果我们构造出个 
体，类，类的类，等等的一个完全的集合，所有的全聚在一起，在这 
集合中所有的项数 就是： 


rt + 2”+2 2 »+ …直到无穷， 

这个数就是这样不限制于任何一种类型的对象而将各种对象 
集合在一起，我们确实得到一个无穷类，因此用不着无穷公理，可135 
能有人这么说。 


现在，在评论这个论证以前，我们先注意这个论证有一个幻术 
的意 味:使 得我们想起魔术家从帽子里能变出许多东西来，观众将 
帽子借给魔术家时十分确信帽子里没有一个活兔子，及待帽子里 


有一个活兔子出来时，惊讶得说不出话来。读者如果对于实在有 
一个健全的意识，虽则也许不能说出以上构造法的弊病何在，总会 
知道从个体的一个有穷集合中不能构造出一个无穷集合来。过于 
着重幻术的感觉会是一个错误，幻术的感觉和其它 的情绪 一样容 
易将我们引入歧途。不过为了细致地详察产生幻觉的论证， 它们， 
即幻觉，提供了一个 初步的 理由。当我们详细考察以上论证时，虽 
然谬误极其微妙，极其不易避免，但作者相信我们总会找出 它的谬 
误来 0 


以上论证中所包含的谬误可以称作是“类型混淆”的谬误。要 
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充分地解释“类型”这个题目需要一整 本书： 并且本书的目的就是 
要避免仍然是暧昧不明和引起争论的部分，为了初学者的方便，我 
们只讨论可以认为是数学上已经确定的真理部分。现在类型论在 
数理哲学中确实不属于已经完成和确定的部分，在很大程度上还 
是初创的，混乱的，模糊的。类型论究竟取何种形式才算精确，现 
在虽然还没有定论，比较起来，我们需要某种类型论这一点是较少 
疑问的；联系无穷公理，我们尤其易于了解这种理论的必要性。 

举例言之，类型论的必要性由“最大基数的矛盾”可以看出。 
在第八章中我们已经知道在一给定类中所包含的类的数目常大于 
这类的项数并且还推论出没有最大的基数。但是假若我们能够象 
!36前面提出的将个体，个体的类，个体的类的类等等聚为一类，我们 
将得到一个类，它的子类都是它的分子。假若一切能够计数的对 
象(不论它们是那一种)能组成一个类，那么这个类的基数是一切 
可能的基数中的最大的。因为它所有的子类都是它的分子，子类 
的数目不会比分子的数目大。如是我们得到一个矛盾。 

当作者在1901年第一次遇到这个矛盾时，曾试图发现康托的 
没有最大基数的证明中的毛病。这证明在第八章我们已经给出。 
假设所有想得到的东西都组成一类，将康托的证明用于这类上去， 
作者得到一个新的，更为简单的矛盾，这个矛盾 如下： 

我们所考虑的包含一切的最大类必定也包含它自己作为一分 
子。换句话说，如果有这么一个“包含万有”的类，因为“包含万有” 
的类也是一个东西，也是万有之一，所以也是“包含万有”的类的一 
分子。但是依正常的情形讲， 一 个类不是它自己的一分子。例如 
人类不是一个人。现在将所有不是自己的一分子的类聚在一起形 
成一个类；然则这个类是否是它自己的一分子？假如它是自己的 
一 分子，由于定义我们知道它就是那些不是自己的一分子的类中 
的一个，也就是，它不是自己的一分子。假如它不是自己的一分 
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子，那么它不是那些不是自己的一分子的类中的一个，也就是，它 
是自己的一分子。如是，两个假设—假设它是自己的一分子和 

假设它不是自己的一分子-每一个都蕴涵一个与它自己矛盾的 

命题。所以这是一个矛盾。 

我们不难随意地构造出许多相似的矛盾来。用类型论来解决 

这些矛盾在《数学原理》®—书中有详细的讨论，在《美国数学杂 
志 》 （American Journal of Mathematics) ③ 中以及《玄学与道德学 

的评论 》 (Revue de Metaphysique et de Morale) ③中作者也曾 i37 

有两篇论文对于类型论与这些矛盾作比较简单的解释。目前我们 

只须提示一个解决的大纲就够了。 

谬误所以产生在于我们构造了一个“混杂”的类，也就是，就类 
型说是一个不纯的类。在下一章中我们可以看出，所谓类不过是 
逻辑的虛构，凡是关于类的叙述只有在它们能翻译成在其中并不 
提及类的另一种形式时才是有意义的。一个提及有名无实的类的 
叙述如何才是有意义的因而有了一重限制 •_ 如上所说的假名如果 
在一个语句，或者说一串符号中出现得不当，那么这个语句虽不是 
假的，可是严格地说来没有意义。 一 个类是或者不是它自己的一 
分子，这两个假设之所以没有意义，就是这样的情形。更一般地说， 
一个个体的类是或不是另一个个体的类的一分子也是没有意义 
的；以符号构造的任何一个类，假若它的分子在逻辑的层次上不属 
于同一个等级，那么这些符号就不再表征任何事物。 


① Vol. i, ， Introduction, Chap, ii., * 12 and *20; voi. ii” Prefatory State¬ 
ment. 

② 《基于 类型论的数理逻辑 》 （Mathematical Logic as based on the Theory 
of Types), American Journal of Mathematics, vol. xxx” 1903 ， pp, 222 — 

262 0 

③ 《逻辑中的 悖论》 （Les Paradoxes de la Logique), Revue de Metaphys- 
ique et de Morale ， 1906 ， pp. 627 —650 。 
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因之,若世上有《个个体，以及，个个体的类，我们不能将这 
些个体与个体的类聚在一起构成一个有 rt + 2 n 项的新类。在这种 
情形下，必然需要一个无穷公理，想弃置公理于不用的企图是失败 
了。为什么需耍一个类型的理论，作者不过指出了其中的粗略大 
意，至于仔细的理由以及类型论本身，作者深知尚未阐明。我们已 
经表明我们不能以一种魔术家的手法来证明有无穷多个数和类存 
在。作者唯一的目的就是这一点，非必要的话不拟多事申述。虽 
然如此，还有某些其它的可能的方法必须研讨。 


证明有无穷多个类存在的不同论证在 <数学原则 》 (Principles 
138 of Mathematics ) §339 ( p . 357) 中曾一一列出。这些论证，只要它 

们假定:如《是一个归纳基数，则《不等于 《 + 1 这一点，事实上它 
们就已经涉及无穷公理。在柏拉图的<巴门尼德斯》 ( Parmenides ) 
对话篇中也提示了一个论证。这个论证大意是 ：如有 1这么一个 
数，则1存在、然而1不等同于存在，因此1与存在为二，于是有2 
这么一个数，2与1与存在形成一个三项的类，是以又有数 3 ，如 
是类推。这个论证是有僇误的，部分因为“存在”不是一个有任何 
确定意义的概念，更因为假若我们为它虚构出一个确定的意义，也 
许会发现数并不存在一一事实上，数是一个“逻辑的虚构”，当我们 
讨论到一些类的定义时，就会知道 a 


从 0到《(0与 /I 全包括在内）共有; 2 + 1 个数，这一论 证须凭 
借一个假定， 就是： 一直到《 (包括《在内）没有一个数等于它的后 
继，我们已经知道，如若无穷公理是假的，这个假定不会恒真 。必须 
了解，如果 〃超 过了世界上个体的总数，对于这样一个有穷数 〃，等 
式1会是真的。当《为一自反数时，= 也真，但是以 
上的等式和这等式的意义并不相同。等式用于自反数，它的意义 
是: 给定一《项的类，如另加一项于比类，所得的类与原来〃项的 
类仍“相似”。但是等式用于大于实在世界个体总数的数时，它的 
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意义 只是： 没有一 个有” 个个体的类，也没有一个有 《+1 个个体 

的类;却不 是说： 假使我们沿着类型的层次上升得够远以保证一个 

«项的类存在，这时我们将发现这个类和 一个〃 + 1 项的类“相 

似”，因为《若是一个归纳数，无论无穷公理是真还是假 ，” 项的类 

和项的类是决不可能相似的。 

此外，波尔察诺 ( Bolzano ) ①和戴德铿 ( Dedekind ) ②两人还用 

了一个论证来证明自反类的存在。这个论证，简单地说，是一个对 
象和它的观念不等同，但是任何对象都有一个观念(至少在存在界 
是如此），因为一个对象和它的观念有一个一对一的关系，然而观 
念本身又是对象，所以“是某对象的观念”这个关系将整个对象类 
反射到它自己的一部分中，这一部分就是观念所构成。因此，对象 
类和观念类二者都是无穷的。这个论证很有趣不仅就它本身说是 
如此，并且因为它所含的错误(或者说，我认为的错误)是有启发 
的，值得注意。主要的错误在于假定•.每 一 个对象都有一个观念。自 
然，要判定一个“观念”的意义是什么是极端困难的，不过目前姑且 
假定我们已经知道它的意义。现在假设譬如说，从苏格拉底开始， 
既有苏格拉底就有一个苏格拉底的观念，由苏格拉底的观念，我们 
又有苏格拉底的观念的观念等等，直到无穷。可是显然不是所有这 
些观念都是实际地经验地存在于人心中。超出了第三个或第四个 
阶段，它们都是不可思议的。假使要维持这个论证，所谓的“观念” 
必是柏拉图式的，贮存在天上的观念，因为它们确实不在世上。这 
样一来是否有这样的观念，立即变得很可怀疑。假若我们要知道确 
有这样的观念，那么必是建立在某个逻辑理论的基础上，这个理沦 
证明对于一个东西，必然有一个它的观念。可是在经验中我们实 


① 波尔察诺，《无穷的俘论 》 (Paradoxien des Unendlichen) , 13 0 

② 戴德铿，《数是什么并且应当是什么 ? 》 (Was sind und was sollon die 
Zahlen?), No. 66 。 
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在不能得到这个结果，我们也不能象戴德铿那样将这结果应用于 
“ meine Gedankenwelt ”-我的思想世界。 

如果我们仔细地考查观念和对象的关系，我们必须从一些心 
理学的和逻辑学的研究着手，这些研究和我们的主要目的并不相 
关。但是有几点我们须得注意。如果就逻辑来了解“观念”，可能 
观念 等同于 对象，或者是对象的 蓽状词 （在下一章将要解释的意义 
上)。 在前一种情形下论证不成立，因为自反性证明中的要点就是 
对象与观念必须不同。在第二种情形下，论证也不成立，因为对象 
与摹状词的关系不是一对一的。对于任何给定的对象可有无数个 
140正确的摹状词。例如苏格拉底可以摹状为“柏拉图的老师”或者 
“饮鸩的哲学家”或者“珊替卜 （ Xantippe ) 的丈夫”。如果从心理学 

来解释“观念”，我们必定知道，在心理学中没有任何一个确定的东 
西可以称为对象的唯一观 念:我 们可以说“我的苏格拉底的观念和 
你的全然不同”，但是除了苏格拉底本身而外，没有任何一个中心 
的东西，将各种不同的“苏格拉底的观念”联系起来，因而在对象和 
观念之间没有任何一个象论证里所假设的一对一的关系，在这种 
意义上，有无数的信念和看法，每一个都可以称为是对象的了个观 
念。自然，如同我们已经注意到的，世界上的东西仅是一小有 
观念（在任何广义的意义上的观念），说大部分的事物或者所有的 
事物都有观念，这在心理学上也是不真的。为了这种种理由，以上 
支持自反类的逻辑存在的论证必须拋弃。 

人们或者会想，关 于逻辑 论证不管说些什么，从空间、时间、颜 
色的不同等等得来的经验论证也足以证明有无穷多的特殊事物的 
实际存在。作者却不能相信这种意见，无论如何在下述的意义上， 
即空间、时间，是物理的事实而非数学的虚构这一种意义上，除非 
是成见，我们没有理由相信空间的广袤无穷，时间的绵延无限。我 
们很自然地以为空间与时间是连续的，或者至少是紧致的;可是这 
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个信念也完全是一个成见。姑不论物理学中“量子” ( quanta ) 理论 
真或假，它却说明了一件 事实: 对于连续性物理学永远不能提供一 
个证明，并且还十分可能提供一个反证。就如我们每个人在电影 
中所发现的情形一样，要区别连续的运动和急速的、不连续的、离 
散的相继，感觉是不够精确的。 一 个世界，在其中所有的运动全是 
由一串极小的、有穷的急速跳动所组成和另一个运动是连续的世 
界，在经验上会难于区别。要充分地辩护这些论点会占去很大的 
篇幅；目前作者只是将它们提示出来供读者思考。如果这些论点141 
不虚妄，从它们我们可以 得出： 没有经验的理由使我们相信世界上 
特殊东西的总数是无穷的，并且决不可能有这样的理由•，同样目前 
也没有任何经验的理由使我们相信这数目是有穷的，不过理论上 
我们可以想象有一天会找出证据来，这证据虽然不是断然地肯定 
个体数是有穷的，但是指示出这么一个方向。 

无穷不是自相矛盾的，可是这点不能从逻辑上来证明，由于这 
个事实，我们必然得到一个结论 :关于 世界上事物的总数是有穷的 
抑或无穷的这一点，我们没有一点先验的 （a priori )、 普遍并且必 
然的知识。这个结论适合熟知的莱布尼兹 的话； 有的可能的世界 
是有穷的，有的是无穷的，我们无法知道我们的现实世界究竟是属 
于哪一种。因此无穷公理在有些可能的世界中是真的，在另一些 
可能的世界中是假的;在这个世界里究竟它是真还是假，我们不能 
断定。 

本章通篇用了两个同义字“个体”与“特殊东西”而不曾加以解 

释。要充分地解释它们没有一个关于类型论的比较详细的探讨是 

不可能的，可是这样的探究又超出本书的 范围。 虽然如此，在我们 

搁下这个题目作其它方面的探讨以前，几句简单的话或许可以减 

少一点模糊不清的感觉，这点嗳昧隐蔽了两个名词的意义。 

* 

在普通的语句里，一个表示属性或关系的动词和表示属性的 
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主词或关系项(关系者)的名词我们可以分别得出。“凯撒 （ Casar ) 
活着”这个语句将一个属性归之于凯撒；“布鲁特斯 ( Brutus ) 杀死 
凯撒”表示布鲁特斯和凯撒之间的一个关系。在一个广义的意义 
上使用主词，我们可以将布鲁特斯和凯撒二者都称为是这命题的 
主词。在文法上布鲁特斯是主词而凯撒是宾词这一个事实在逻辑 
上是无关的，因为我们可以用“凯撒为布鲁特斯所杀”这样的话表 
示同样的情形，在这句话中凯撒是文法上的主词。是以在最广义 
的意义上，在比较简单的命题中，或者是一个“主词”有一个属性， 
或者是两个或多个“主词”之间有一种关系。（一个关系可以有两 
个以上的关系者；例如， “ A 将 B 给 C ” 就是一个三项关系。)常常会 
发生这样的情形，进一步仔细考察，会发现表面上的主词实际上并 
不是主词，它们还可以分析，而分析的结果总是新的主词取代了它 
们的位置。也可能碰见这样的 倩形： 动词也可以成为文法上的主 
词；例如我们可以说，“杀是布鲁特斯和凯撒之间的一个关系。” 
但是在这样的情形下文法容易引起误解，按照哲学的文法规则，在 
一个直陈的语句中布鲁特斯和凯撒应该作为主词，而杀是动词。 

于是我们遇着项的概念，所谓项就是在命题中不能作为其它 
的东西，只能作为主词而出现的东西。从前经院派给本体 ( sub - 
stance ) 所作的定义，其中就包含了以上所说作为部分。不过在本体 

这概念中有时间上的持续性，对于我们现在所讨论的概念，持续性 
却并不相干。现在我们定义“专有名词 ” (proper names ) 为在命题 

中只能作为主词出现的项(如适才说明的广义的“主词”)。用专有 
名词我们可以定义“个体”或“特殊东西”。所谓“个体”或“特殊东 
西”就是可以用专有名词来指称的东西。（不用表征“个体”或 
“特殊东西”的符号来定义“个体”或“特殊东西”，而是直接定义出 
“个体”或“特殊东西”来，这样做也许更好一点;但是这样一来我们 
必须投身到形而上学的奥密部分，这是我们在这里不想做的。）自 
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然我们也可以无尽地 回溯; 表面上看来是特殊的东西，进一步的考 
察其实是一个类或者某种复合的东西。果然如此，无穷公理自必 
是真的。如其不然，在理论上分析必能达到最后的主体，这些就是 
所谓的“个体”或者“特殊东西”。无穷公理就是假定用于这些东西 
的数目上。如果对于这些东西无穷公理为真，那么对于它们所组 
成的类，它们的类的类等等 全真； 同样，如果对于这些东西无穷公 143 
理为假，对于整个层次也假。因此我们把公理解释为关于这些东 
西的，而不是关于整个层次中的任何别的阶段的，更为自然。但是 
究竟公理是真还是假，似乎还不知道有一个发现的方法。 
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第十四章不相容性与 

演绎法理论 


现在我们已经略微匆促地探讨了数学的哲学的一部分，这一 
部分不要求对类的概念作一个批判的考査。不过在前一章中我们 
已经遇到了一些问题，使得这样一个研究成为绝对必要。在我们能 
够从事这项研究以前，我们必须讨论一下数学的哲学的一些其它 
的部分，我们对于这些部分直到现在未加理睬。在一个综合的处 
理下，我们现在将要讨论的部分应该是在最先，它们比我们至今已 
经讨论的任何东西都基本。在我们达到类的理论以前，有三个题 
目应当研究 ，即： （1) 演绎法理论， （2) 命题函项， （3) 摹状词。 三者 
中，从逻辑上说，在类的理论中并不假定第三个题目，但是在处理 
类时，需要一种理论，摹状词就是这种理论的比较简单的一个例 
子。在本章中我们所要讨论的是第一个题目，演绎法理论。 

数学是一门演绎的 科学: 从某些前提出发，通过一个严格的演 
绎过程，达到许多定理，这些就构成数学。诚然，在过去，数学的推 
演往往很不严格，不过也确实是，完全的严格几乎是不可达到的理 
想。虽然如此，在一个数学证明中，只要缺少严格性，这个证明就 
是有缺陷的;说常识表明结果是正确的这句话不足以辩护，因为如 
果我们要信赖常识，那么最好完全免去证明，何必以谬误的论证来 
145 辅助常识。在数学中，在前提给出以后，除了严格的演绎逻辑以 
外，不应当诉之于常识或者“直观”或者其它的东西。 

康德观察他那时的几何学家不能无所凭借地证明他们的定 
理，而是需要诉之于图形，于是康德创立了一个数学推理的理论， 
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按照这个理论，数学推理绝不是严格地逻辑的，而是常常需要所谓 
“直观” ( intuition ) 的帮助。近代数学的整个趋势以及它对于严格 
性日益 增加的要求和康德的理论正相反。在康德的时代，数学中 
不能证明的就是不可知的——例如，平行公理。其实，在数学中用 
数学的方法所能知道的东西就是能从纯逻辑推演出来的东西。至 
于属于人类知识的其它东西必须用其它的方法——经验的方法来 
确定，通过感觉，或者通过某种形式的经验，但不是先验的、演绎 
的。这个论题的积极根据可以在《数学原理》中各章找到，至于消 
极的答辩载《数学原则》中。除了请读者参考这些著作外，在此我 
们不能多说，因为这个题目太大，不能匆匆地讨论。我们假定全部 
数学是演绎的，进而研究演绎法中究竟有些什么。 

在演绎法中有一个或者多个命题称为前提，从前提我们推论 

出一个命题称为 结论。 如果原来有几个前提，为了方便起见，我们 

把它们合并成一个单独的命题，以便在说到前提时，我们可以说这 

一个前提，如同我们说这一个结论一样。这样我们可以把演绎法 

看成是一个过程，通过这个过程我们从某个命题，即前提、的知识 

达到另一个命题即结论的知识。但是除非这个过程是正 确无误 

的，或者说，除非前提和结论间有这么一种 关系： 如果我们知道前 

提是真的，则我们有权利相信结论也 必真; 否则我们将不认为这个 

过程是逻 辑的演 绎法。在演绎法的逻辑理论中最重要的就是这种 
关系。 

为了能够正确地推论出一个命题真，我们必须知道某个别的 
命题真，并且在二命题间有一种称作是“蕴涵” （implication) 的关 
系，即前提“藴涵”结论。（不久我们将要定义这关系。）或者我们可 
以知道某个别的命题假，并丑在二命题间有一个用 “p 或 7”® 表示 
的称 作 是“析取” (disjunction) 的关系，使得我们由知道一个命题 

①我们将用字母 /? ， r ， /指命题变项。 
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假，可以推论出另一个命题真。又或者我们希望推论出来的不是 

某个命题的真而是它的假，那么假使我们知道两命题是“不相容 
的” ( incompatible )， 也就是一个为真，另一个必假，就可以从一命 

题之真推得所求命题为假。也可能所求命题之假是从另一命题之 
假推得的，正如一命题之真可以从另一命题之真推出 一样； 也 
就是，当 《蕴涵 P 时，从 P 的假我们可以推论出^的假。以上四 
种情形都是推论。当我们着意在推论时，以“蕴涵”作为初始的、 
基本的关系似乎是自然的，因为假使我们要从 P 之真能够推出穿 
之真， P 和《之间所有的关系就是这种关系。但是为了技术上的 
理由，选择起来这种关系不是最好的初始概念。在进行到讨论初 
始概念和定义以前，让我们先研究以上提到的命题间的关系所提 
示的各种命题函项。 

命题函项中最简单的一种就是否定，“非4”。这是一个尸的 
函项，当 P 假时它真，当 P 真时它假。为方便起见，一命题之真或 
假我们称为是这命题的“真假值” (truth-value)®; —个真命题的真 

假值是真，一个假命题的真假值是假。是以非的真假值与的 
正相反。 


其次是析取关系 ，，或 9”。这个函项的真假值在真时是 
真的，9真时也真，但是在 P 和9全假时是假。 

再次是合取关系 （ conjunction) “/?且尸。当和 g 全真时函 

项的真假值是真；否则，即 P 和 《有 一为假或全假时，函项的真假 
值是假。 

又次是不相容 (incompatibility) 关系，即且 9 不全真”。这是 
合取关系的否定;也是 P 的否定和 V 的否定的析取关系，亦即，“非 
4或非4”。这个函项的真假值在 P 假时是真，在《假时也真，当 
户和 g 都真时函项的 真假值是假。 

①这名词是弗芮格 (Frege) 首先用的。 
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S 后是蕴涵关系，即％藴涵尸，或者“如果/>则 f 。 要了解， 

在最广泛的意义上的蕴涵将允许我们从知道 P 真推论出7真来。 

是以这函项的意义我们可以解 释为： “除非 P 是假的， g 必真”或者 
“或者 P 是假的或者 g 是真的，二者必有其一”（“蕴涵”还可以有 
其它的意义，这一点对于我们没有关系；以上的意义对于我们才是 
合适的。）这也就是说，蕴涵尸意谓“非或^如果 P 是假的 
它的真假值是真，同样，如果^是真的它的真假值也是真，但若 
真而？假，它的真假值是假。 

这样，我们有五个命题函项:否定，析取，合取，不相容和蕴涵。 

我们还可以加上其它的函项，例如，将两个假值联结起来，“非 -P 
且非4”，但是以上五个已经足够。否定和其余四个不同，它是一 
个命题的函项，其余四个是两个命题的函项。但是所有这五个的 
真假值都是只依赖于它们的命题变项的真假值，这一点它们是相 
同的。给定 P 的真假值或者 P 与 g 的真假值（看情形而定），我们 
可以得到否定，析取，合取，不相容，蕴涵五个函项的真假值，有这 
样性质的命题函项称为“真值函项” ( truth - f unction )。 

将一个真值函项真或假的各种情况叙述出来就已尽真值函项 
的全部意义。例如，“非仅仅是 P 的函项，在 P 假时它真，在 P 真 
时它假，此外它没有任何其它的意义。 义或尸 以及其余三个也是148 
同样的情形。因此若两个真值函项对于变项的一切值而言有相同 
的真假值，这样两个真值函项是不能分别的。例如，吁且 V ”是“非 
- P 或非的否定，反之亦然；因之这二者之一可以 定义为 另一个 
的否定。 一 个真值函项，除了在某些条件下为真在某些条件下为 
假外，没有其它的意义。 

很明显，以上五个真值函项不全是独立的。它们中间有几个 
可以用其它的来定义。将它们归约成两个是不太难的；在《数学原 
理》中所选定的两个是否定和析取。蕴涵于是定义为“非或尸； 
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不相容定义为“非 4 或非 4”； 合取定义为不相容的否定。但是舍 
弗尔 ( Sheffer ) ①已经证明，所有这五个全可用一个初始概念代替。 
倪可德 （ Nicod ) ⑧并1证明这一个初始概念能够使我们将演绎法 
理论中所需要的初始命题归约到两个非形式的 ( non - formal ) 原则 
和一个形式的原则。为了将五个概念归约到一个概念，我们可以 
将不相容作为我们的初始的、未定义的概念，或者将二假値联合起 
来作为未定义的概念。我们将取前者作为初始概念。 

现在我们的初始概念是称为“不相容”的一个“真值函项”，这 
个函项以来表示。否定可以定义为一个命题和它自己不相 
容，亦即，“非 - 可以定义为 “ p / i ?”。 析取是非4与非4不相容， 
也就是，（/ V /0 1(^/0。蕴涵是 P 与非1不相容，也就是炯 o 
合取是不相容的否定，也就是 0/0)1 ( PA ?)。 这样其佘的函项全由 
不相容定义出来了。 

显然构造真值函项并没有限制。或者引入更多的变项或者重 
复原有的变项，可以得出许多其它的真值函项。但是我们所关心 
的是真值函项与推论的关联，其它许多真值函项我们不必理会。 

149 假使我们知道 P 是真的并且 P 蕴涵 L 我们能够进而断定 L 

关于推论常不免有某种心理的成分。推论是我们达到新知识的一 
种方法，关于推论的非心理成分就是使得我们能正确地推论的关 
系；但是从断定 P 真到断定0真的实际过程是一个心理过程，我们 

不必求以纯逻辑的概念来表示。 

在数学实践中，当我们推演时，我们常有某种表达式 （ expres - 

sion )， 其中包含命题变项，譬如 P 及 L 这是已知的，根据表达式的 
形式，我们知道这表达式对于 P 和 《的 一切值全真;此外我们还有 
另一个表达式，这表达式是前式的一部分，这表达式也已知对于 P 

① Trans. Am. Math* Soc. ， vol. xiv. pp. 481—488, 

@ Proc. Camb. Phil- Soc., voL xix .， i.，January 1917* 
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和？的一切值是真的，根据推论原则，我们可以将原来表达式中的 
这一部分去掉，而断定余下的表达式是真的。以上的说明稍微有 
点抽象，下面几个例子可以使说明清楚一点。 

假定我们已经知道在《数学原理》中列举的五个形式的演绎原 
则（倪可德已经将它们归约成一个，但是因为这一个命题很复杂， 
我们还是从五个命题开始)。这五个命题 如下： 

W “ p 歲 p ” 蕴涵尸——即，如果或者 p 真或者户真，那 
么尸真。 

(2) 9蕴涵“；?或——即，析取“/?或 V 在 P 和《二者中有 
一为真时为真。 

(3) 兮或蕴涵^或 P ”。 假若在理论上我们有一个更完美 
的符号表示法，这个命题是不必要的。因为在析取的概念中并不 
涉及次序，所以 或尸和 或应该是等同的。但是因为在任 
何方便的形式中我们的符号都不可避免地引入一个次序，我们需 
要一个适当的假定以表明次序是无关的。 

( 4 ) 假若或者/^真或者或真，那么或者7 真或者 V 或 P 
真。 C 在这个命题中的置换增强了命题的演绎能力。） 

(5) 如果 <7 蕴涵 " ，那么“/?或蕴涵或广”。 

以上五命题是<数学原理》中所使用的形式的演绎法原则。一 - 
个形式的演绎法原则有双重用处，为明了这双重用处，我们列举了 
上面五个命题。一方面它们用来作为推论的前提，另一方面它们 
用来建立前提藴涵结论这一事实。在一个推论的模式中我们有一 
个命题 P 和一个命题蕴涵？”，从以上二命题我们推论出 t 现 
在当我们讨论演绎法原则时，我们的初始命题必须供给我们推论 
的 P 和 ，蕴 涵尸。这就是说，我们的演绎法规则不仅是用作规则 
以建立％蕴涵 V ”，并且还用作实际的前提，如象模式中的 h 举例 
言之，假若我们要证明，如果 P 蕴涵 L 那么若《蕴涵〃，则 P 蕴涵 r 。 
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这里我们有一个三命题间的关系，三命题叙述的都是蕴涵关系。令 

Pi = P 蘊涵 q ， 仏=^蕴涵”，尸 3 =/?蕴涵 r 。 

于是我们要证明的就是 A 蘊涵蕴涵仍”。现在我们将上面的 
第五个原则中的代以非 - ；?，并且根据定义“非或即是“/?蕴 
涵分”。这样我们的第五个原则变成： 

“如果 q 藴涵 。那么 V 蕴涵 V 蕴涵 V 蕴涵"，”，亦即“/? 2 蘊涵 
‘内蕴涵/ V ”。我们称这命题为 A 。 

但是当我们将第四个原则中的 p 和^分别代以非和非-分 
时，依据蕴涵的定义，第四原则就变成： 

“如果々蕴涵 ‘ g 蕴涵 r ’ 那么^蕴涵‘户蕴涵 r ，' 

以 As 代入/?，仍代入 t 列代入 r ， 以上命题 变为： 

“如果外蕴涵‘仏蕴涵凡，，那么内蕴涵‘外蕴涵 外， ”，称这命 
题为 B 。 

151 借助第五个原则现在我们证明了 

“外蕴涵 ‘ A 蕴涵 p s ，”， 我们曾称它为 A 。 

如是在此我们有一个推论模式的例子，因为 A 代表我们模式中的 
A 而 B 代表％ 蕴涵尸。因此我们得到&亦即， 

a Pi 蕴涵 ‘ A 蕴涵 p 3 ’”。 

这就是我们要证明的命题。在这个证明中，第五个原则经过改变而 

成 A ， 作为一个实际的前提 出现； 至于第四个原则改变后而成的 B 

则给出推论的 形式。 在演绎法理论中，前提的形式的和实质的两 

种使用是紧密地交错的，我们只要认识到它们在理论上是不同的， 
倒也不必一定将它们分开。 ’ 

从前提达到结论的最早的方法就是在上面的推演中所说明 
的，但是方法本身几乎不能称为是演绎法。不论初始命题是些什 
么，初始命题对于在其中出现的命题变项/7, r 的一切可能的值 
总是真的。所以我们可以将臀如说）代以任何的表达式，只要 
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它的值是一个命题，例如，“非1”，〜蕴涵等等。借助这样的代 
入我们实在得到的不过是原来命题的一些特例。但从实用的眼光 
看来，却算是新命题。这种代入的合法性需要用一个非形式的推 
论原则①来保证。 

我们说过悦可德曾经将上面的五个形式的推论原则归约到一 
个形式的推论原则，现在我们可以叙述这个原则。为叙述这个原 
则我们首先要表明某些真值函项如何可以用不相容来定义。我们 
已经知道 


p \ ( g / g ) 的意义是藴涵9 ”。 

现在我们注意 

^1 ( W0 的意义是％蕴涵 g 和 r ”。 

因为这个表达式的意义是“/>与 与〃不相容 ，不 相容”，即，蕴 
涵~与?■不是不相容’”，又即， “ P 蕴涵、与 r 都真 ，”。 - ——因为 
我们已经知道，？和 『的合 取就是它们不相容的否定。 

其次我们注意/ | G /0 的意义是々蕴涵它自己”。这是 P | iq / q ) 
的一个特例。 

让我们以 f 表示 P 的否定;如是％的意义就是 fA 的否定， 
亦即， P 和$的合取，跟着有 

is/q^\pjs 

的意义是 V ?和 P 及 s 的合取不相容；换言之，它说如果 P 和 S 都 
真，则假，也就是 s 和《 都真； 用更简单的话说，它表示 P 和*5 
的合取蕴涵 s 和^的合取。 

现在令 

7 T =/| (//>)， 

Q=( a ’/V)I^7^o 

①在《数学原理％以及前而提到的倪可德的论文中都没有举出这样一个原贝 [ J ， 
这是一个疏忽。 
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倪可德的唯一的一条演绎法的形式原则就是 

PIWQ )， 

也就是， P 蕴涵且 Q”。 

此外他还用一条属于类型论的非形式的原则（这个原则我们 
不须注意），和另一条原则，这原则相当于，给定 P 和蕴V”，我们 
可以断定 t 这原则本 身是： 

“如果 p| OvY) 真，并且 p 真，那么^ 真' 除去与命题函项的普 
遍真或存在有关的推演外，整个的演绎理论都是从这原则推演出 
来的，关于命题函项下章我们将要讨论。 

我们所以能推论乃是由于命题间有某种关系，如果作者没有 
^53弄错，在某些人的心中对于命题间的关系是混淆不清的。为了使 
从 P 得出7这一个推论是正确无误的，只须 p 为真和命题“非或 
分”为真。无论何时只要有这样的情形，显然9必真。事实上只有 
当我们不是通过有关非4的知识或有关^的知识而知道命题“非 
4或疒时，推论才会发生。无论何时只要 P 假“非4或尸即真， 
但是这对于推论没有什么用处，推论要求的是 P 真。无论何时如 
已知 g 真，“非^或尸自必也是真，但是这对于推论也没有用处， 
因为既然9已知，根本不须推论。在“非或可知而使这析取 
命题为真的非4和^这二者中哪一个为真不知道的时候，才有推 
论。现在，推论产生的条件就是在 P 与^间存在着某种形式的关 
系。例如，我们知道若 〃蕴涵 $的否定，那么 s 蕴涵『的否定。在 
々蕴涵非和〜蕴涵非 - r” 之间有一种形式的关系，这种关系能 
使我们知道前者蕴涵后者，而不须先知道前者是假，或者先知道 
后者是真。正是在这种条件下，藴涵关系实际上对于作出推论 
有用。 

但是只是为了我们能够知道前提假，结论真二者必居其一，才 
需要这种形式关系。为了推论正确所需要的是“非4或<? ”真； 此 
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外如有所需乃是为了推论的实际可实行性。刘易斯教授 ( Prof . C . 

I . Lewis )® 曾经特别着力研究较狭的形式关系，这种关系我们可 
称为“形式的可推演性 ” (formal deducibility )。 他极力主张用“非-尸 

或尸表示的较广的关系不应该称为“蕴涵”。不过这是一个用字 
的问题。假使我们用字前后一贯，我们如何定义它们并不关紧要。 154 
作者所持理论与刘易斯所持理论的主要不同 点是： 刘易斯 主张： 

从一个命题 P 可以“形式地推演”出另一命题〃时，在 P 与《间的 
关系是他称为“严格蕴涵 ” (strict implication ) 的关系，这种关系和 

用“非4或尸所表示的关系不同，是一种较窄的关系，仅当 P 和分 
间有某些形式上的关联时才有这关系。作者认为，无论是否有象 
他所说的这样一种关系，总之数学不需要这种关系，因之根据一般 
的经济理由，也不该取为我们的初始概念，无论何时在二命题间有 
“形式的可推演性”的关系，我们就可知道或者前一命题假，或者后 
一 命题真，二者必居其一，除此而外，再不需要任何东西进入我们 
的前提中；最后，刘易斯所持以反对作者的见解的种种详细理由全 
可详细答复，并且那些似是而非的理由全依赖于一种隐蔽的无意 
识的假定，这假定是作者所不取的。因此作者得出结论，我们不需 
要任何不能以真值函项表达的任何蘊涵形式作为基本概念。 


①见 Mind, voL xxi. ， 1912, pp, 522—531 ； and vol, xxiii-, 1914, pp. 240— 

247 。 
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第十五章命题函项 


当我们在前一章中讨论命题时，我们不曾给“命题”这个词作 
出一个定义。虽则这个词不能严格地定义，然而为了避免非常普 
通的错误 :将命 题与“命题函项”混为一谈，我们必需对于命题的意 
义有所说明，我们将由命题说到命题函项，后者乃是本章的主题。 

我们用“命题”这个词主要地是指一些字或者其它符号组合成 
的一种形式，这种形式所表达的或者是真或者是假。我们说“主要 
地”，因为我们不想把文字符号，甚或有符号性质的纯思想以外的 
东西予以排斥。但是我们认为命题这个词应该限制于可以称为是 
某种意义上的符号的东西，或者更进一步，限制于那些表达真假的 
符号。准此而论“二加二得四”和“二加二得五”都是命题，同样的 
“苏格拉底是人”和“苏格拉底不是人”都是命题。“ 无论〜 △ 是什 
么数 ， (a + 6) 2 = fi 2 + 2 M + M ” 这个语句也是一个 命题； 但是仅仅是 
这样的一个 式子： “(《+6) 2 = a 2 + 2 M + 沪”就不是一个命题，因为 
它没有断定任何确定的东西，除非我们进一步地知道，或者假定， 
a 和6以一切数为可能的值，或者只有如此这般的值。在数学公 
式的解释中一般地总是暗中假定了前一种情形， 即是： 和纟有一 
切可能的数值，因之，这些公式也就成为 命题； 但是如果没有这样 
的假定，这样的式子就只是“命题函项”。一个“命题函项”其实就 
156 是一个表达式，这表达式包含了一个或者多个未定的成分，当我们 
将值赋与这些成分时，这个表达式就变成了一个命题。换句话说， 
一个命题函项即是其值为命题的函项。但是这后面的一个定义， 
我们必须小心使用。 一 个摹状函项，例如，“在 A 的论文中的最难 
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的那个命题”，虽然它的值是命题，可并不是一个命题函项。在这 

样的情形下，只摹状了一些命题，而在命题函项中，它们的值必须 
实实在在陈述了一些命题。 

命题函项的例子是很容易列举的 •• h 是人”是一个命题函项， 
只要 X 未加规定，它既不真也不假，但是当我们给 X 规定一个值 
时，它变成了一个真或假的命题。任何数学方程式都是一个命题函 
项。只要方程式中的变元没有确定的值，方程式便只是一个尚待 
决定的表达式，经规定后才是一个真的或者假的命题。假使方程 
式中只包含一个变元，我们使这变元与方程式的根相等时，方程式 
便成为一个真的命题，反之，若给变元规定其它的值时，方程式便 
成为假的 命题； 但若方程式是一个恒等式，给变元规定任何值，所 
得到的命题永远为真。平面中一个曲线的方程式或者空间中一个 
面的方程式都是命题函项。对于曲线上或面上的点的坐标而言， 
命题函项成为真的命题，对于其它的值，命题函项成为假的命题。 
传统逻辑中的表达式，如“所有的 A 是 B ” 是命题函项，在这样的表 
达式成为真的或假的命题以前， A 和 B 必须规定为两个确定的类。 

“实例”或者“例证”的概念都要用命题函项来解释。试考虑所 
谓的“概括化”所提示的那种过程，让我们举一个非常简单的例子， 
譬如说，“闪电后继之以雷鸣。”我们有许多这样的实例，也就是 
说，我们有许多这样的命题 :“这 是一次闪电，并且后面继之以雷 
鸣。”这些现象是什么东西的实例？它们是后面一个命题函项的实 
例: “如果 x 是一次闪电，那么 X 后面继之以雷鸣。”概括化的过程 
(至于它的有效性我们不拟涉及)在于从许多这样的实例达到“如 
果 x 是一次闪电，那么 x 后面继之以雷鸣”这个命题函项的普逋 

真。我们会发现，类似地，当我们说到例证或实例时总是涉 及一个 
命题函项。 

我们不需要问或者回答以下的问题:“什么是一个命题函项?” 
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单单一个命题函项可以看成是一个模式，一个空壳，一个可以容纳 
意义的空架子，而不是一个已经具有意义的东西。我们关心于命 
题函项的大略说有两 方面： 第一，就是“在一切情形下均真”和“在 
某种情形下真”这两个概念涉及命题函项；第二，就是在类和关系 
的理论中涉及命题函项。第二个题目我们延至下章讨论，现在我 
们讨论的是第一个题目。 

当我们说某个东西“常真”或者“在一切情形下均真”时，显然 
涉及的某个东西不能是一个命题。 一 个命题是真或者假，事情就 
此结束。“苏格拉底是一个人”或“拿破仑死于圣海伦娜岛”并没有 
一个实例。它们是命题，说它们“在一切情形下都真”是没有意义 
的。“在一切情形下”这个短语只能用于命题 函项。 以我们讨论因 
果关系时所常说的为例。（我们不涉及所说的真假，我们所关心的 
只是它的逻辑分析。）人们说“在每个实例中 A 继之以 B ”。 现在如 
果有许多 A 的“实例”， A 必是某个普遍的概念，对于这概念，我们 
说“ 々是 A ”，“ x 2 是 A ”，“ x 3 是 A ” 等等是有意义的，此处々， x 2 和 
知乃是特殊的彼此不全同的东西。我们把这一点应用到前面闪电 
的例子上。我们说闪电 （ A ) 后继之以雷鸣 （ B )。 各别的电光是特 
殊的，不等同的，但是它们具有成为闪电的共同性质。表示一个共 
同性质的唯一方法一般地是说，许多对象的一个共同性质是一个 
命题函项，当这些对象的任何一个取为函项中变元的值时，这命题 
函项便变成一个真的命题。在这样的情形下，所有这些对象是命 

题函项的真值的实例-个函项虽然它自身不是真或假，然而 

在某些实例中真在另一些实例中假，除非它恒真或者恒假。现在 
回到我们的例子，我们说在每一个实例中 A 继之以 B ， 我们的意思 
是，不管^是什么，如果 x 是一个 A ， 那么 x 继之以一个 B ; 这就是 
说我们断定一个确定的命题函项“恒真”。 

包括着“所有”，“每一个” ，“一 个”，“这个”，“有的”这些词的语 
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句都须用命题函项来解释。命题函项如何出现可以用以上的词中 
的两个，即，“所有”和“有的”来解释。 


在以上的分析中只有两个东西可以用命题函项来完全说明， 
一个是断定它在一切情形下都真，另一个是断定它 至少在一种情 


形下为真，或者在有些情形下为真（以下我们要指出，并不必包含 
许多情形)。命题函项的所有其它用法都可以归约成这两种。当 
我们说一个命题函项“在一切情形下都真”或者“恒真”（以下我们 


也要指出，并没有任何时间方面的示意），我们的意思是它的一切 


值都真。如果“和 C ” 是一个命题函项， a 是可作为“和:”的“自变数” 


或称主目的一个对象，无论我们选择怎样的 a ， 总是真的。例 
如，“如果 a 是人， a 有死”这一命题无论 a 是否是人总是真的；事 
实上，这种形式的每一个命题都是真的。是以“如果； c 是人， x 有 
死”这一命题函项“恒真”或者“在一切情形下均为真”。又如，“没 
有独角兽”这个语句和“命题函项‘ X 不是一个独角兽，在一切情形 
下均真”这一个语句完全一样。在前一章中关于命题的断定，例如 
“‘户或 V 蕴涵、或 〆 ”其实是关于某些命题函项在所有的情形下 
都真的断定。我们不是断定上面的原则只对这个或者那个特殊的 
P 或^为真，而是对于这原则对之有意义的任何 p 和 g 都真。对于 
一给定主目而言，一个函须成为有意义的条件就是函项对于这主 
目而言有一个真值或假值的条件。意义的条件的研究属于类型 
论。类型论在前一章已有概要说明，我们将不超出这个范围。 

不仅演绎法原则，逻辑中所有的初始命题都是由关于某些命 
题函项恒真的一些断定所组成。如果不然，它们必是盛到一些特 
殊的东西或概念——苏格拉底，或者红，或者东方和西方等等—— 


作一些断定，这些断定仅仅对于如此这般的东西或者概念为真，对 
于其它则不然，这显然不是逻辑的本分。其中所有的命题都是完 
全普遍的，或者说，其中所有的命题都是断定某个不含常项的命题 
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函项恒真的，这乃是逻辑的部分定义(但非全部定义）。不含常项 
的命题函项我们将于最后一章讨论。目前我们要进而研究命题函 
项的其它方面，即断定函项“有时真”或者说至少在一个实例中为 
真这种语句。 

当我们说“有人”，这意思是说“ X 是人”这命题函项有时真。 
当我们说“有的人是希腊人”，这意思是说 h 是人并且是一个希腊 
人”这命题有时真。当我们说“吃人的人还存在在非洲”这意思是 
说“ X 是一个现在在非洲的吃人的人”这命题有 时真; 也就是说，这 
命题对于 X 的某些值是真的。说“在世界上至少有《 个个体 ”就是 
说 “0 C 是一 个个体 的类，并且是基数《的一个分子”这命题函项有 
时真，或者也可以说，这命题函项对于 0 C 的某些值为真。当我们必 
须指出什么变的成分被取作命题函项的主目时，以上那种表达形 

t 

160式比较方便。例如上面的命题函项，我们可以把它缩短为 “ a 是一 
个《个个体的类”，其中包括两个变元 oc 和无穷公理用命题函 
项的语言表达出来 就是: “命题函项‘如〃为一归纳数，则 a 为一《 
个个体的类对于 a 的某些值为真’对于《的一切可能的值都是真 
的”。这里有一个从属函项 “ oc 为一 〃个个 体的类”，这函项对于 cc 
而言有时真；至 于如〃 为一归纳数则从属函项有时真这一断定对 
于《而言恒为真。 

说一个函项恒真这个语句是说非有时真这个语句 
的否定，说有时真这个语句是说非-#恒真这个语句的 
否定。因之 “一 切人都有死”这个语句是说&是一个不死 
的人”这一函项有时真这个语句的否定。“有独角兽”这一语句 
是说〜不是一个独角兽”这一函项恒真这个语句的否定①。如 
果非 -4 a •恒真，我们说也 v “决不为真”或者“恒假”。我们可以 
随意取“常常”，“有时”二者中之任一个为初始概念，用它和否 

①推论方法见 PM, vol. i. *9 0 
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定定义出另一个。因之如果我们选定“有时”作为初始槪念，我们 
可以定义“‘扣常为真’即是‘非有时为真是假的 MD 。 但是为 
了类型论方面的理由，将“常常”和“有时”二者全取为初始概念比 
较适当，用它们再定义出包含它们的命题的否定式。这也就是说， 
假定我们已经定义出（或者采用作初始概念）命题的否定式，这命 
题有一个类型， X 是属于其中的，那么我们可以 定义： 常常如 
何’的否定式是‘非有时如何 5 ;而有时如何’的否定式是 
‘非常常如何 5 ”。类似地，以关于不含约束变元 (apparent vari - 

ables )* 的命题的定义和初始概念应用到包含约束变元的命题，-我 

们可以重新定义析取式及其它真值函项。不含约束变元的命题称 
为“初等命题” (elementary propositions )。 从这些简单的命题用以 

上所说明的方法，一步一步地我们可以达到真值函项的理论。这 
理论可应用于包含一个，两个，三个……或者 任意〃 个变元的命题 
上去， 这里〃 是任意一个指定的有穷数。 

在传统的形式逻辑中认为最简单的命题形式其实是颇不简单 
的。所有这些形式都是关于一个复合命题函项的一切值或某些值 
的断定。试先从“所有的 S 都是 P ” 说起。假定 S 是由命题函项 
私 定义的， P 是由命题函项*定义的。例如，假使 S 是人，就 
是4是人”;假使 P 是有 死的， 就是“有一个时候， x 会死”。于是 
“所有的 S 都是 P ” 的意义 就是： 蕴涵屮 x ’ 常真”。注意“所有 
的 S 都是 P ” 不仅可应用于真正是 S 的那些东西上，对于不是 S 的 
那些东西也一样的可说。假定我们遇见一个 A 我们不知道它是 
否是一个 S ; “所有的 S 都是 P ” 这一个语句仍然告诉了我们关于 
x 的某些事实，这就是，如果 x 是一个 S ， 那么 x 是一个 P 。 这个语 

①为了语古上的缘故，其实说不常假”反 较“似 ：冇时真”方便。 

* 关于约束变元《数学原理》中的定义是：如一个命题具“所有 X ， 0 X ” 或吿“有 
X , 0 X ” 这样的形式，其中的 X 就称为是一个约束变元。 译者 
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句在 X 不是一个 s 时和 X 是一个 S 时是同样地真，如果在两种情 
形下，不是同样地真，那么归潘法 (reductio ad absurdum ) 就不 

会是一个有效的方法；因为这个方法的要点就在将蕴涵用于(随后 
显现出）假的前提上。我们还可用另一种方法来说明这点。为了 
了解“所有的 S 都是 P ”，我们不必能将所有是 S 的东西一一列举 
162 出来； 假定我们知道何谓是一个 S ， 何谓是一个 P ， 即使我们对于 
二者的实例知道得很少，我们仍能完全了解“所有的 S 都是 P ” 所 
真正肯定的是什么。这表明不仅实际是 S 的那些东西与“所有的 
S 都是 P ” 这语句有关，而且所有的说它是 S 有意义的那些东西都 
与这语句有关，也就是，所有是 S 的以及不是 S 的东西——或者 
说，所有属于某个特殊的逻辑类型的东西都与这语句有关。以上 
的 理论不仅适用于包含 “所有 ”这词的语句，同样也适用于包 含“有 
的” 这词的语句。比如“有人”的意思是是人”对于 ; c 的 某些值 
是真的。此处 x 的所有的值(亦即，所有能使乂是人”成为有意义 
的^的值，无论这意义是真还是假）都与以上的语句有关，不只事 
实上真是人的东西才与这语句有关。（假使我们想想我们如何能 
够证明这样一个语句是假的，那么需要^的一切值的理由自然明 
了。）因之每一个关于“所有”或者“有的”的语句不仅涉及所有能使 
函项为真的变元值，而且涉及所有能使函项有意义的变元值，涉及 
所有能使函项有一值，无论是真还是假的、变元值。 

现在我们可以进而解释旧形式逻辑的传统形式。假定 S 是所 
有能使和^为真的那些项 x 的类， P 是所有能使为真的那些项 

x 的类 （ 在下一章中我们将要看到所有的类都是侬这种方式从命 
题函项导出的），那么 就有： 

“所有的 s 都是 P ” 的意思就是蕴涵恒真”。 

“有的 S 是 P ” 的意思就是“‘々 X 且有时真”。 

“没有 S 是 P ” 的意思就是“蕴涵非恒真' 
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“有的 S 不是 P ” 的意思就是且非有时真”。 

注意： 此处所说的对于所有的值或某些值而断定的命题函项不是 
私和扣 自身，而是对于 X 的同一个値而言的和 t : 和的真值函 
项。要明白以上所说最容易的方法是不从一般形式的和少夂 
开始，而是从 4 a 和^/^着手，这里的《乃是某个常项。假使我们 
讨论的是“一切人是有死的”这个命题，我们先从 

“如果苏格拉底是人，苏格拉底是有死的” 

开始，然后有“苏格拉底”出现的地方用一个变元 x 替换，于是得到 
“如果 x 是人， x 是有死的”。虽然 x 是一个变元，没有任何确定的 
值，但当我们断定藴涵常真时，在“扣”中和在“如”中 x 
要有同一的值，这就需要我们从其值为“必 a 蕴涵 0 a ” 的函项入手， 
而不是从两个分离的函项和* 入手； 假若我们从两个分离的 
函项入手，我们决不能保证这 一点: 一个尚未规定的 x 在两个函项 
中有同一的值。 

为简单起见，当我们的意思是蕴涵恒真时，我们说 

“私恒蕴涵知”。恒藴涵 扣” 这种形式的命题称为“形式蕴涵” 
(formal implication )； 这名称也可用于变元不止是一个的命题。 

以上的定义表明“所有的 S 都是 P ” 这样的命题远非最简单的 
形式，而传统逻辑却以这种命题为起点。传统逻辑将“所有的 S 都 
是 P ” 看成与4是 P ” 为同一种形式的命题例如，传统逻辑将 
“所有的人都是有死的”和“苏格拉底是有死的”作为同一种形式看 
待一 -传统逻辑之缺少分析，这是典型的一例。从以上所说，我们 
已经知道，前一命题具恒藴涵的形式，而后者所有的形式 

将这两种形式着重分开的是皮亚诺和弗芮格，这种分 
辨在符号逻辑中是一个极关重要的进步。 

我们还可以看出“所有的 S 都是 P ” 和“没有 S 是 P ” 其实在形 
式上并没有分别，唯一的不同是将‘ V 换成非“有的 S 是 P ” 
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和“有的 s 不是 P ” 的情形也 一样。 如果我们采取这样的 见解: 象 
“所有的 s 都是 P ” 这样的命题并不包含 S “存在”，亦即，并不要求 
真有东西是 S ， 这个见解在学术上是唯一可取的见解，根据这见 
解，我们还可看出传统的换位规则是错的。以上的定义导致一个 
结果，就是，假使恒假，即，假使没有这样的一个 S ， 那么无论 P 
164 是什么，“所有的 S 都是 P ” 和“没有 S 是 P ” 两个全真。因为按照上 
章的定义，“和^蕴涵 ipx ” 的意义就是“非-和或者如”，如非 - 和: 
恒真，“非-和^或如:”也恒真。乍看起来，这个结果会使读者要求 
不同的定义，但是一点点的实际经验告诉我们，任何其它的定义都 
不适用并且会将重要的思想隐蔽起来。“必 x 恒藴涵 I / O ：，并且和 C 有 
时真”这命题实质上是复合的，以它作为“所有的 S 都是 P ” 的定义 
会使用不便，因为这样一来，我们将没有话去表示恒蕴涵 
和”， 而需用后者的时候又比需用前者的时候多百倍。根据我们 
的定义，“所有的 S 都是 P ” 并不蕴涵“有的 S 是 P ”， 因为前者允许 
S 不存在，而后者是不允许 S 不存 在的; 于是“所有 S 都是 P ， 所以 
有的 P 是 S ” 这样的换位不能成立，并且有些三段论的式是错误 
的。例如第三格的 Darapti : “所有的 M 都是 S ， 所有的 M 都是 P ， 
因此有的 S 是 P ” 在没有这样的 M 时就不能这样推论。 * 

“存在”这概念有几个形式，下章我们将讨论其中 之一； 至于 
最基本的形式乃是从“有时真”这概念直接推导出来的。如果知 z 
真，我们说 a “满足”函项 4 a 这和说一个方程式的根满足这方 
程式的意思一样。现在若必 x 有时真，我们可以说有； c 能使和 c 为 
真，或者说，“有满足的变元值存在”。这是存在这词的基本意 
义。其它的意义或是从这个意义导出的或者只是些思想混乱的体 


* 关于传统逻辑中主词存在叫题的讨论请参考金岳霖冋志著《:逻辑》第二 部:对 
于传统逻辑的批评， A . A ， E ， I ，0 的解释问题，和 B . 各种不卜彳解释之下的对待关系， 
八五-九页^——译者 
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现。比如我们可以很正确 地说： “人存在”，这话的意思就是“ X 是 
人”有时真。但若我们作出一个假的三 段论: “人存在，苏格拉底是 
人，所以苏格拉底存在”。我们所说的实在毫无意义。因为“苏格 
拉底”不是象“人” 一样对于一给定的命题函项而言只是一个未经 
规定的变元值。这种推论的谬误和后面的完全 相象： “人是很多 
的，苏格拉底是人，所以苏格拉底是很多的”。在这个例子中，结论 
显然是没有意义的，但是在存在的情形下就不这么明显，其理由我 165 
们将在下章详加讨论。目前我们仅注意这个 事实： 虽然说“人存 
在”是正确的，但是将存在归之于适巧是人的一个已知的特殊的 
则是不正确的或者无意义的。 一 般地说“满足的一些项存 
在”，怠思就是“0%有时真”;但是 “ a 存在” ( fl 是满足的一个项） 

这句话说来有声，写来有形，却是缺少任何意义。将这简单的谬误 
牢记心中，我们会发现我们能解决关于存在的意义的许多古代哲 
学上的难题。 

此外尚有一类概念，关于这些概念的讨论由于没有把命题和 
命题函项完全分开，哲学也曾使 Q 己陷入无望的混乱之中。这类槪 
念就 是:“ 模态” （ modality ) 的概念，必然，可能和不可能 (.有 时偶 

然 或实然被用来代替可 能）。 传统的见解，在真命题中有些是必然 
的，另一些则只是偶然的或实然的，在假命题中有些是不可能的， 

即，和它们相矛盾的命题是必然的，而另一些则只是偶然不真。然 
而事实上必然概念对于真假概念并没有增益明显的说明。在命题 
函项的情形下三分法是明显 的：如 是某个命题函项的一个尚 
未规定的值，若函项恒真，它是必 然的， 若函项有时真，它是可能 
的 ，若函项决不为真，它是不可 能的。 这种情形在研究或然率时常 
常遇见。假定一个球 x 从盛有许多球的袋中 取出： 若所有的球全 
是白的是白的”是必然的；若有些球是白的/是白的”是可能 
的；若没有一个球是白的，％是白的”是不可能的。此处关于 x 所 
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知 道的是它满足某个命题函项，即， “ X 是袋中的一个球”。这是或 
然率问题中的一个普遍情形，在实阮生活中也很普通——例如 ，一 
个带了一封我们的朋友某某的介绍信，此外对他个人我们毫无所 
知的人来拜访我们时的情形。在所有这类情形中就象论及一般的 
模态一样，命题函项是有关的。在许多不同的方面，为了清晰地思 

V 

想，将命题函项和命题严格地分开这种习惯是极其重要的，过去没 
有做到这一点对于哲学是一个遗憾。 
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第十六章摹状词 
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前一章我们讨论了两个词“所有”和 “ 有”； 本章我们要讨论的 
词是: 单数的“那”，也就是“ 那个” ，下章我们要讨论的 词是: 多数的 
“那”，也就是“那些”。用两章的篇幅讨论一个词，或者令人觉得过 
分，但是这词对于研究数理哲学的人实在是很重要的。象勃朗宁 
( Browning ) 诗中的文法家研究字尾 Se —样，即使作者身陷囹圄， 

并且下肢瘫痪，作者也要 固守这 一点不苟且的精神，对于这词语作 
一番严格的探讨。 

我们曾经有机会提到“摹状函项”，也就是“那个是 x 的父亲 
的人”，或“那个是 x 的正弦的数”这样的词组。要定义摹状函项 
先须定义“摹状词”。 

摹状词可能有 两种： 限定的和非限定的。一个非限定的摹状 
词是一个这种形式的 词组: “一个 某某” ，一个限定的摹状词是一个 
这种形式的词 组:“ 那个某 某”。 让我们先从前者说起。 

“你遇见了 谁?” “我遇见了一个人”。这就是一个很不确定的 
摹状词，符合我们的用语习惯。我们的问 题是： 当我们说“我遇见 
了一 个人”时我们真正断定的是什么？此刻暂且让我们假定我们 
所断定的是真的，并且事实上我遇见了琼斯。显然我所断 定的不 
是 “我遇见了琼斯”。我可 以说： “我遇见了一个人，但并不是琼 
斯”。在这种情形下，虽然我说了谎，我并不和我自己相矛盾，不象 
这样的 情形： 当我说我遇见了一个人时我的真意是指我遇见了琼 
斯，在这个情形下我才是自相矛盾的。即使听我这话的人不曾听 
到过琼斯显然也能了解我所说的。 
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我们还可进一步说，当我们说“我遇 a 了 一个人”时，不但这人 | 

不是琼斯，而且根本没有这样一个实在的人象话里所说的，这一点 ^ 

当话假时是很显然的，因为话若不真，不但琼斯不能是话中之人， 

无论谁也不能是话中之人。即使根本没有这样的一个人，这话虽 

不可能真，但是仍然是有意义的。如果我们知道什么是一个独角 

兽或者一个海蛇，也就是，这两个怪诞的巨物的定义是什么，“我遇 壤 

见了一个独角兽”或者“我遇见了一个海蛇”也是完全有意义的。这 

样的命题所含的只是我们称之为概念的东西。例如在独角兽的情 

形中，只有概念，没有什么冥冥之中的、不实在的可以称为是“ 一个 

独角兽”的东西。因为说“我遇见了一个独角兽”是有意义的（虽 

则是假的），所以正确地分析起来，很明显，这个命题虽然的确含 

有“独角兽”的概念，可并不包含“一个独角兽”作为一个构成的 

成分。 

这里我们所遇到的“虚构的 事物” （ unreality ) 的问题是一个非 
常重要的问题。曾经讨论这问题的大部分逻辑学家在讨论这问题 
时都是被文法误引入了歧途。他们过于看重文法形式，过于把它 
当作分析中的一个比较可靠的向导。他们不知道文法形式方面的 
什么差异是重要的，“我遇见了琼斯”和“我遇见了一个人”在传统 
的眼光看来，是同一种形式的命题，实际上它们具有全然不同的形 
式: 第一个命题指出了一个实际的人， 琼斯； 第二命题则包含一个 
命题函项，明白表示出来， 就是: “‘我遇见了 x 并且 x 是人’这命题 
函项有时真”。（记住对于“有时”的用法，我们采取这样一个惯例 
就是它不一定是不止一次)。这个命题显然不是具有这样一个形 
式“我遇见了 ％”。尽管没有“一个独角兽”这样一个东西，可是“我 
169 遇见了一个独角兽”这个命题仍然存在，这理由可由“我遇见了 X ” 

解释。 

由于没有命题函项这个利器，许多逻辑学家被迫得出一个结 
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论:有 虚构的对象。例如梅农 ( Meinong ) ①就是这样地申辩，我们 
能够谈论“金的山圆的方”等等，我们能够作出以它们为主词的 
真命题；所以它们必是某种逻辑上的实在，否则，它们出现于其中 
的命题会是没有意义的。在作者看来，这种理论的谬误在于对实在 
的感知不足，即使在最抽象的研究中这种感知也应当保持。作者主 
张，动物学既不能承认独角兽，逻辑也应该同样地不能承认，因为 
逻辑的特点虽然是更抽象、更普遍，然而逻辑关心实在世界也和动 
物学一样的真诚。说独角兽存在于纹章中，存在于文学中，或者存 
在于幻想中，是一个非常可笑的，没有价值的遁辞。在纹章中存在 
的并不是一个血肉做成的，能自动行动，有呼吸的动物。存在的只 
是一个图象，或者文字的描述。同样地，如果主张哈姆雷特 （ Ham ¬ 
let ) 存在在他 自己的世界中 ，即，存在在莎士比亚幻想的世界中 ，就 
象拿破仑存在在通常的世界中一样地真实，这种说法不是有意惑 
人，便是不堪信任的糊涂话。只有一个世界，这就是“实在的”世 
界: 莎士比亚的幻想是这世界的一部分，在写哈姆雷特时他所有的 
思想是实在的。在读这剧本时，我们所有的思想也是实在的。只 
有在莎士比亚以及读者心中的思想，情绪等等是实在的，此外并没 
有一个客观的哈姆雷特，这是虚构事物的本质。当我们考虑历史 
学家和读史者心中所有的由拿破仑引起的各种情绪时，我们并不 
曾接触到拿破仑本人;但在哈姆雷特的情形下，我们所接触的正是 
他，哈姆雷特，除此而外，没有什么留下来。假使没有人想到哈姆 
雷特，就无所谓哈姆 雷特； 假使没有人想到拿破仑，拿破仑马上会 
设法使人想到他自己。实在的意识在逻辑中很重要，谁玩弄戏法 ， no 
佯称哈姆雷特有另一种实在，这是在危害思想。在正确地分析有关 
假对象 ( pseudo - object ) 的命题时，所谓假对象即独角兽，金的山， 

①《对象理论和心理学的研究 》 (Untersuchungen zur Gegenstandstheorie 
und Psycliologie), 1904 。 
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圆的方等等，对于实在的健全意识是必需的。 

遵从实在的意识，我们要坚持:在命题的分析中，不能承 认“不 
实在”的东西。但是可能有人问，假若没有不实在的东西，我们如 
何毕竟承认了不实在的东西？回答是这 样的: 在处理命题时，我们 
首先从符号入手，假使我们将意义赋与了本来是没有意义的符号 
群上去，只有在我们把它们当做对象来描述这样的意义下，我 
们才陷入了错误。在“我遇见了一个独角兽”这命题中，几个字一 
起作成一个有意义的命题，“独角兽”这三字本身也有意义，和“人” 
这字是有意义的一样。但是“一个独角兽”这五个字却没有它自己 
的意义。是以如果我们将意义误加到这五个字上，我们会为“一个 
独角兽”所困，会遇到一个问题，在一个没有独角兽的世界上如何 
可能有这样的一个东西。“一个独角兽”是一个形容什么也没有 
的非限定摹状词，而不是一个形容某个不实在的东西的非限定摹 
状词。只有当^是一个限定的或非限定的摹状词时，象“ X 是不实 
在的”这样的命题才有 意义; 在这个情形下如果 “ JC ” 是一个摹状什 
么也没有的摹状词，这个命题为真。但是不论摹状词“; C ” 是摹状某 
个东西或摹状什么也没有，总之，它都不是它出现于其中的命题的 
成分;就如当前的例子 ，“一 个独角兽”不是一个有它自己的意义的 
几个字。因为当“ X ”是一个摹状词时，“ X 是不实在的”或者不存 
在”都不是没有意义的，而是有意义的，并且有时为真。 


现在我们可以进而一般地定义包含非限定摹状词的命题的意 
义。假定我们要对于“一个某某”作出某个陈述，此处的“某某”乃 
是有某一个性质4的一些对象；亦即，是某些对象 X ， 对于这些 JC 
而言，命题函顼 中 X 为真 。(例如，若我们取“一个人”作为“一个某 
某”的一例，扣 V 就是4是人”)。让我们现在对于“一个某某”断定 
一个性质扒也就是，断定“一个某某”有真时 X 所有的性质。 
(例如在“我遇见了一个人”的例子中，也^就是“我遇见了义”。）现 
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在“一个某某”有性质4这个命题不是具有形式的一个命题。 
如若这命题的形式就是那么“一个某某”会是某个适当的 X ; 
虽然(在一种意义上），在某种情形下这可能是真的，但在“一个独 
角兽”这样的情形下确实不是真的。正因为这个事实，说一个某某 
有性质4的语句不具有的形式，这形式在一个确实清晰 
可以定义的意义上使得可能“一个某某”“不实在”。我们要做出的 
定义 如下： 

“一个有 性质必 的对象有性质这样的一个语句，其意义 
就是： 

和的联合断定不 常假' 

就逻辑而论，这个命题和可以用“有的必是表达的命题是 

同一的命题;但就修辞学说，其间有一个差別，因为在一个情形下 

提出了单数，而另一个情形是多数，然而这不是要点。要点是，在 

正确地分析时，我们会发现一些命题字面看来似乎是有关“一个某 

某”的，实际并不包含这几个字所表示的东西作为成分。这就是为 

什么，即使没有这样的“一个某某”，而这样的命题能够是有意 
义的。 


应用于非限定摹状词的存在的定义是从上章末尾所说的引起 
的。如果命题函项“ X 是人”有时真，我们说“人存在”或者“一个人 
存 在”; 一般地，如果“ X 是某某”有时真，我们说“一个某某存在”。 
我们也可以用另外的话来说明，“苏格拉底是一个人”其真假值无 
疑地与“苏格拉底是人”的真假值相等，但是前一命题并不就是后 
一 命题。“苏格拉底是人”中的 “是” 表示主词和谓词之间的关系， 
而“苏格拉底是一个人”中的 “是” 表示等同。两个全然不同的概 
念，随意用一个“是”字来表达，这是一种憾事一一这种憾事符号逻 
辑的语言当然要补救。在“苏格拉底是一个人”中的等同乃是名字 
称呼的对象(在一种限制下我们承认“苏格拉底”是一个名字，这限 
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制以后解释)和一个非限定地摹状的对象之间的等同。如果至少有 
一个“ X 是一个某某”这样形式的真命题，此处 “ JC ” 是一个名字，那 
么一个非限定摹状的对象“存在”。非限定摹状词(和限定摹状词 
相反)的特征就 是:可 能有任何数目象以上那种形式的真命题—— 
苏格拉底是人，柏拉图是人，等等。因此“一个人存在”可以从苏格 


拉底，或者柏拉图，或者别的任何人得出。反之，至于限定摹状词， 
就以与以上命题形式相应的形式 “ A ： 是那个某某”（此处的也 
是一个名字)而抡，这个命题函项最多只对 X 的一个值为真。由此 
我们可以进而讨论限定摹状词，限定摹状词将用类似于非限定摹 
状词所使用的方法来定义，但是要复杂得多。 


现在我们才谈到本章的主题，即，“那个”的定义。在“一个某 

某”的定义中有很重要的一点，这一点将同样地应用于“那个某 

某”；我们要得出的定义是其中有这个词组出现的命题的定义，而 

不是这个词组本身单独的定义。在“一个某某”的情形中，非常明 

显的，没有一个人会假定“一个人”是一个确定的对象，可以就其本 

173 身来定义。苏格拉底是一个人，柏拉图是一个人，亚里士多德是一 

个人，但是我们不能推论“一个人”的意义和“苏格拉底”的意义一 

，样，和柏拉图的意义一样，以及和亚里士多德的意义一样，因为这 

三个名字有不同的意义。在我们列举出世界上所有的人以后，没 

有人剩下来，对于他我们可以说“这是一个人，不仅此，而且他是那 

‘一 个人’，一个典型的实体，不是任何特殊的个人，而是一个不定 

的人”这样的话。世界上所有的不论什么东西都是确定的，如果是 

一个人，必是一个确定的人，不是任何别的人，这自然是十分明显 

的。是以世界上我们找不到与特殊的个人不同的“一个人”这样的 

一个实体。因此我们不定义 “一 个人”本身，而只是定义它出现于 
其中的命题，这样做是很自然的。 


在“那个某某”的情形下，虽然第一眼看来似乎较不明显，其实 
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情形也是一样。我们试讨论一个名宇和一个限定的摹状词之间的 
区别，可以证明就是如上所说的情形，举“斯科特 （ Scott ) 是那个写 
«瓦弗利 》( Wavei : ley ) 的人”为例。在这命题中我们有一个名字“斯 
科特”和一个摹状词“那个写《瓦弗利》的人”，我们断定这个擧状词 
与“斯科特”指同一个人。一个名字和所有其它符号的分别可以解 
释如下： 

一个名字乃是一个简单的符号，它的意义是只能作为主词出 
现的东西，亦即，我们在第十三章中定义的一个“个体”或者“特殊 
的东西”。所谓一个“简单的”符号乃是其部分不再是符号的符号。 

(译 者按: 为符合中文的情形，我们可以详细一点说，即使有成为符 
号的部分，原来符号的意义与这些部分的意义也不全同）。因之 
“斯科特”是一个简单的符号，虽然它有部分（亦即，“斯”，“科”， 

“特”），这些部分的意义与原来的意义无关。而在另一方面，“那个 
写《瓦弗利》的人”不是一个简单的符号，构成这个词组的部分是符 
号，且有它们自己的意义，在整个词组中，它们的意义完全保留。 

如果所有现在看来似乎是一个“个体”的东西都可以进一步分析， 
那么我们不得不满足于这些可以称为“相对的个体”的东西。在讨 
论的整个上下文中，它们是不再分析，且只作为主词出现的项。同 
时相应地，我们也不得不满足于“相对的名字'我们现在的问题是174 
摹状词的定义，从这个问题的立场看，是否这些名字是绝对的或者 
只是相对的，这个问题我们可以置之不问，因为这问题牵涉到“类 
型”层次的不同阶段，而我们所比较的只是“斯科特”和“那个写《瓦 
弗利》的人”，二者是应用于同一对象，不致引起类型的问题。所以 
目前我们可以姑且假定这些名字都是绝对的；以下我们所要说的 
并不依赖于这个假定，但是我们不说“相对的名字”，只说“名字”可 
以稍省一两个字。 

于是，我们有两种东西要 比较： （1) 一个 名字。 一个名字乃是 
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一个简单的符号，直接指一个个体，这个体就是它的意义，并且凭 a 

它自身而有这意义.，与所有其它的字的意义 无关； （ 2 )—个蓽 状词。 + 

一个摹状词由几个字组成，这些字的意义已经确定，摹状词所有的 
意义都是从这些意义而来。 

包含一个摹状词的命题和以名字替换命题中的摹状词而得的 
命题不是相同的，即使名字所指的和摹状词所描述的是同一个对 管 

象，这两命题也不一样。“斯科特是那个写《瓦弗利》的人”和“斯科 
特是斯科特”显然是不同的两个命题，前者是一个文学史上的一个 
事实，而后者是一个平凡的自明之理。如果我们将斯科特以外的任 
何人置于“那个写《瓦弗利》的人”的位置上，我们的命题便是假的， 

因而无疑地二者不是同一的命题。但是，或者有人会说，我们的命 
题本质上和如下形式的命题，譬如说，“斯科特是斯科特爵士”一 
样，在这命题中两个名字却是用于同一个人。我们的回答如 后:如 
果“斯科特是斯科特爵士”所说的真是“‘斯科特，这名字所指的人 
就是‘斯科特爵士’这名称所指的人”，那么这两名字都是用作摹状 
词；也就是说，个体并没有被指称而是被描述为具有那个名字的 
I 75 人。实际上名字经常就是这样使用的，并且一般地，在表达方式上 
没有任何东西表明是否它们作这种用法，或者用作名字。如果当 
一个名字只是直接地仅仅用来指我们所说的，它不是我们所断定 
的事实的一部分，如果我们的断定碰巧是假的，它也不是假的一部 { 

分，它仅仅是我们用来表达我们的思想的符号表示的一部分。我 
们所要表达的是可以翻译成外国语言的，所以对于我们所要表达 
的，语言只是媒介，而不是其中的一部分。相反地，当我们关于叫 
作“斯科特”的人作出一个命题时，“斯科特”这真正的名字不只是 
用来作出断定的文字的一部分，而且是我们的断定的一部分。假 
使我们将“称为‘斯科特爵士，的人”代入，所得的命题便不相同。 

但是只要我们把名字用作名字，无论我们说“斯科特”或者“斯科特 
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舒士 3 对于我们所断定的无关，正如无论我们是说法语或者是说英 
语无关一样。因之只要名字用作名字，“斯科特是斯科特爵士”和 
烦琐的命题“斯科特是斯科特” 一样。这证明了“斯科特是那个写 
《瓦弗利》的人”和另一个以不论什么名字代替“那个写《瓦弗利 >;> 的 
人”所得的命题是不相同的。 

当我们使用一个变元，并且谈到一个命题函项，譬如说 0 X 
时，把关于 X 的一般语句应用到特殊情形，这一个过程就是以一个 
名字来代替4”，假定0是一个以个体作为其主目的函项。假定 
和£:“恒 真”； 并且令它即是“同一律”， JV = X 。 那么我们可以随意取 
一 个名字来代入而得到一个真的命题。假定“苏格拉底”，“柏 
拉图”和“亚里士多德”都是名字（这是一个非常轻率的假定），从 
同一 律我们可以推论苏格拉底是苏格拉底，柏拉图是柏拉图，和亚 
里士多德是亚里士多德。但若此外没有任何前提，而我们想推论 
出那个写《瓦弗利》的人是那个写《瓦弗利》的人时，我们就犯了一 
个错误。这是从我们适才的证明得出来的，我们适才证明:如果我 
们以一个名字来替换一个命题中的“那个写《瓦弗利》的人”时，所 
得到的是一个不同的命题。这也就是说，应用以上的结果到我们 
当前的倩形 :假若 巧”是一个名字，那么，不论“; C ” 是什么名字， 
= 和“那个写《瓦弗利》的人是那个写《瓦弗利 > 〉 的人”不是相同 
的命题。因此从“这样形式的一切命题全真这个事实我们不 
能毫无困难地推论“那个写《瓦弗利》的人是那个写《瓦 弗利》 的 
人”。事实上，“那个某某是那个某某”这样形式的命题不是恒真 
的，欲其常真 必需： 那个某某存在（这里所谓的存在我们就要解 
释)。那个法国的当今国王是那个法国的当今国王，或者，那个圆 
的方是那个圆的方乃是假的命题。当我们以一个蓽状词来替换一 
个名字时，如摹状词摹状没有的东西，恒真的命题函顼可能变成假 
的。 一 旦我们认识到(前段证明的）以一个摹状词代入而得到的命 
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题并非原来命题函项的值，这就没有什么神秘。 

现在我们可以定义其中有限定摹状词出现的命题。“那个某 
某”和“一个某某”的唯一不同处在唯一性。我们不能说“那个伦敦 
的居民”，因为在伦敦居住并非是一个唯一的性质。我们不能说“那 
个法国当今的国王”，因为并没有一个法国当今的 国王； 但是我们 
可以说“那个英格兰当今的国王”。是以关于“那个某某”的命题常 
常蕴涵相应的关于“一个某某”的命题，此外再加上一 点:没 有一个 
以上的某某。如果《瓦弗利 》 不曾写出来或者《瓦弗利》是由几个人 
写出来的，象“斯科特是那个写《瓦弗利》的人”这样的命题就不会 
真。同样地，将一个命题函项中的 X 代以“那个写《瓦弗利》的人” 
而得到的命题也不真。我们可以说“那个写《瓦弗利》的人”的意义 
177 就是“那个使4写《瓦弗利》’真的 X 的值”。是以“那个写《瓦弗利》 
的人是苏格兰人”这个命题 包含： 

(1) “ X 写《瓦弗利》”不 恒假； 

(2) “如果 x 和写《瓦弗利》，那么； c 和^等同” 恒真； 

(3) “如果^写《瓦弗利》，那么 x 是苏格兰人”恒真。 

这三个命题翻释为普通的语言 就是： 

(1) 至少有一个人写《瓦弗利》; 

(2) 至多有一个人写《瓦弗 利》； 

(3) 谁写<瓦弗利 H 隹就是苏格兰人。 

这三个命题全为“那个写《瓦弗利》的人是苏格兰人”所蕴涵。反 
之，以上三个命题一起(任何两个都不)蕴涵“那个写《瓦弗利》的人 
是苏格兰人”。因此三个命题一起可以作为“那个写<瓦弗利》的人 
是苏格兰人”这命题的定义。 

我们可以略微化简这三个命题。第一个和第二个一起，其真假 
值等于“有一项 c ， 使得^是 e 时，‘ X 写《瓦弗利》’真， x 不是 c 时， 
4写《瓦弗利^假”的真假值，换句话说也就是，“有一项 c ， 使得 
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4写《 瓦弗利 》’ 的真假值恒等于、是^的真假值。”（这里所谓 
两个命题的真假值相等就是说二者全真，或二者全假。）这里我们 
必须从 X 的两个函项开始，“ X 写《瓦弗利》”和“ X 是对于 X 的 
一切值这两函项的真假值恒相等，就这点而言，我们作成一个 C 的 
函项；于是我们断定所得到的 C 的函项“有时真”，即，至少有一个 
C 的值使这函项为真。（显然没有一个以上的 C 的值能使函项真。） 

这两个条件加在一起就作成“那个写《瓦弗利》的人存在”的定义。 

现在我们可以定义“那个满足如^的项存在”。以上的命题是 
这普遍形式的一个特例。“那个写《瓦弗利》的人”就是“那个满足 
函项‘1写《瓦弗利的项”。一般而论，“那个某某”常涉及某个命178 
题函项，即，涉及一个性质的定义，这性质使一个东西成为一个某 
某。我们的定义 如下： 

“那个满足函项的项存在”的意义是： 

“有一项 C ， 使得和 的真假值和‘ X 是 c ’ 的真假值恒相等。” 
为了定义“那个写《瓦弗利》的人是苏格兰人”我们还要考虑到 
以上第三个命题.就是，“谁写《瓦弗利》谁就是苏格兰人”。只要再 
加上 一点： 所说的 c 要是苏格兰人就行了。因之“那个写《瓦弗利》 

的人是苏格兰人 ”是： - 

“有一项 e 使得 （1) 义写 《瓦弗利》的真假值恒等于^是 C ’ 的 
真假值， （2) C 是苏格兰人”。 

一般地，“满足函项的项满足定 义为： 

“有一项 G 使得 （ l )^ x 的真假值恒等于是^的真假值， 
(2)# 真”。 

这就是其中有摹状词出现的命题的定义。 

很可能关于被摹状的项我们知道得很多，或者说，我们知道许 
多关于“那个某某”的命题，但是对于“那个某某”实际上是什么我 
们却不知道，或者说，不知道任何具有~是那个某某”这种形式的 
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命题，此处 “ X ” 是一个名字。在一个侦探故事里，关于“那个做那件 
事的人”的命题积累了许许多多，为了最终它们足够证明做那件 
事的那个人是 A 。 我们甚至可以说，在所有能用文字表达出来的 
知识中 - _一“这个”、“那个”以及其它少数几个字除外，因为这些 
字的意义在不同的情形下可以改变一一严格地说，没有一个名字 

b 

出现，看来似乎是名字的其实都是摹状词。我们可以就意义来研 

究，是否荷马存在，但若“荷马”是一个名字时，我们就不能这样做。 

无论是真是假“那个某某存在”这命题总是有意 义的； 但若 a 是那 

个某某(此处 “ a ” 是一个名字）， “ a 存在”这几个字就没有意义。存 

179在只有用于摹状词——限定的或非限定的——才有意义；因为如 

果 “ a ” 是一个名字，它必指某个东西，不指任何东西的不是一个名 

字，如若有意把它作为一个名字用，那么它是没有意义的符号； 一 

个摹状词，象“那个法国的当今国王”不会仅仅因为它不摹状任何 

东西而变成没有意义的，原因是它是一个复合的符号，它的意义是 

从组成它的符号的意义得来的。所以当我们问荷马是否存在时， 

我们是把“荷马”用作一个缩短的摹状词，我们可以用另一个摹状 

词来代替它，譬如“那个作伊利亚德和奥德赛的人”。几乎所有看 

来是专有名词的都可以这么考虑。 

当摹状词出现于命题中时，我们必须分别所谓“主要的出现” 
(primary occurrence ) “ 次要的出现” （secondary occurrence )。 其 

抽象的分别 如后： 如果一摹状词出现于其中的命题是从某个命题 
函项将其中的 “X” 代以摹状词而得到的，那么这摹状词称为在 
这命题中有一个“主要的”出现;如果将和 C 中的 X 代以这摹状词后 
所得的只是原有命题的一部分，那么这摹状词称为在这命题中有 
一 个“次要的”出现。一个实例可以把这分别解释明白 ：以“ 那个法 
国的当今国王是秃子”而论，“那个法国的当今国王”在这命题中有 
一个主要的出现，并且这命题是假的。每一个命题，如果在其中一 
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个摹状词有-个主要的出现，然而这摹状词并不摹状什么东西，那 
么这命题是假的。现在再就“那个法国的当今国王不是秃子”而 
论。究竟命题中的摹状词有一个主要的出现还是一个次要的出现 
是含糊的，如果我们原有“ X 是秃子”，然后以“那个法国的当今国 
王”代入“ X ”，然后再否定这结果，那么“那个法国的当今国王”的出 
现是次要的，并且命题 为真； 但若我们原有的是 “X 不是秃子”，而 
后 “X” 代以“那个法国的当今国王”，那么“那个法国的当今国王”的 
出现是主要的，并且命题为假。有关摹状词的谬误都源于对主要 
的和次要的出现的混淆不清。 

在数学中摹状词主要的是出现于 摹状函 数的形式中，即是，180 
“那个对^有 R 关系的项”，或者从“那个是^的父亲的人”以及其 
它相似的词组类推，我们可以说“那个^的 R 关系者”。说“那个是 
少的父亲的人是富有的”，所说的就是如后的 c 的命题 函项： “ c 是 
富有的，并且4生，的真假值恒等于4是 f 的真假值”是“有时 
真”，亦即，至少对于 c 的一个值为真。这个命题函项显然对于 c 
的一个以上的值不真。 

至此为止，摹状词的理论本章已经概要地说明。这个理论在 
逻辑和认识论中都极重要。但是为了数学方面的目的，理论中哲 
学意味较重的部分不太重要，我们的目的既是限于纯数学的需要， 
因此在以上的说明中那些部分都被略去。 
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第十七章类 


本章我们要讨论多数的“ 那”: 那些伦敦的居民，那些富人的儿 
子们，等等。换句话说，也就是我们要讨论类。在第二章中我们已 
经知道一个基数定义为一个类的类，并且在第三章中我们已经知 
道数1定义为所有单一的类的类，亦即，所有只有一个分子的类的 
类，后面一个说法有恶性循环的语病，我们不用。当然，在定义数 
1为所有单一的类的类时，我们必须定义出“单一的类” (unit 
class )， 而不假定我们已经知道什么是“一 ”:事 实上我们定义“单一 
的类”所用的方法和定义摹状词的十分类似，那 就是： 如果命题函 
项“ x 是一个心的真假值恒等于‘ X 是 d 的真假值”（我们把这函 
项看为 e 的一个函项)不常假，或者，用更普通的话说，如果有一项 
C 9 使得在 X 是 C 时且只有在^是 C 时，•^是&的一分子，那么类 a 
称为是一个“单一的”类。假使我们已经知道一般地一个类是什么， 
以上的叙述就是一个单一类的定义。直到现在为止，在讨论算术 
时，我们一直把类看作是一个初始的概念。但是即使不为其它的 
原故，就以第十三章所列出的理由来说，我们不能承认“类”是一个 
初始概念。我们必须以得出摹状词的定义的同一方针得出类的定 
义，也就是要得出这样的一个定义 :它将 意义赋予一些命题，在这 
些命题的文字或符号的表达式中有明显地表示类的词或符号出 
现，但是将这些命题作一个正确的分析，定义所赋予的意义将凡是 
182提到类的全都消去。于是我们能说类的符号只是方便，并不代表 
称作“类”的对象，而且类事实上象摹状词一样是逻辑的虚构，或者 
用我们的话说“不完全的符号 ” (incomplete symbol ) 。 
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类的理论没有摹状词的理论那么完备，有几点理由（我们将槪 

括地陈述)使我们认为将要提出的类的定义不是最终使人满意的。 

似乎还雳要使它进一步的精致；但是另一方面我们也很有理由认 

为这定义近似正确，并且是根据一个正确的方针。 

第一件须认清的 事是： 为什么类不能认为是世界上最终的内 

容。这句话的意义我们很难精确地解释，但是它所蕴涵的一个推 

论或者可能说明它的意义。假使我们有一个完备的符号语言，在 

这语言里每个可能定义的东西都有定义，每个不可能定义的东西 

也有未定义的符号表示，未定义的符号所代表的就是我们所谓的 

“世界上的最终内容”。作者认为无论是代表一般的类的符号或者 

是代表特殊的类的符号都不得列入未定义的符号中。相反地，世 

界上所有的特殊事物的名字都要列入未定义的符号中。我们试用 

摹状词看能否避免这个结论。就以“凯撒死前所见的那个最后的 

» 

事物”为例。这是某个特殊东西的摹 状词； 我们可以用它（在一个 
完全合法的意义上)作为这个特殊东西的定义。但若 “ a ” 是这特殊 
东西的一个名字，有 a 出现的一个命题和将这命题中的“ V 代以 
“凯撒死前所见的那个最后的事物”所得的命题（从上章我们已经 
知道)是并不相同的。如果我们的语言不包含这个名字 “ a ” 或者这 
个特殊东西的某个其它名字，那么我们将没有办法表达那以 “ a ” 表 
达的命题，这和以摹状词表达的命题正好相反。是以蓽状词不能 
使一个完备的语言省去所有特殊东西的名字。就这方面说，我们 
主张类与特殊东西不同，不需以未定义的符号来表达。我们的第 
一件工作就是说明这个主张的几点理由。 

我们已经知道类不能看为是一种个体。原 因是： 如果类当作 
个体，就会有“自己不是自己的分子”的矛盾(见第十三章），并且我 
CI 能够证明类的数大于个体的数。 

我们不能从纯外延的观点看，以为类只是一堆东西，聚集起来 
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的东西。如果我们这样看待，我们将不能了解如何可能有象空类 
这样的类，空类根本没有分子，不能看作是“一堆东 西”； 此外我们 
也很难了解，为什么只有一个分子的类和它那唯一的分子不等同。 
作者并非要肯定或者否定有象“一堆东西”这样的实体。作为一个 
数理逻辑学家，作者本无需对于这点发表意见。作者所主张的是， 
如果有“一堆东西”这样的东西，我们不能将这一堆东西与这一堆 
的组成成分所构成的类看作是等同的。 

如果我们想把类等同于命题函项，我们将更接近于一个满意 
的理论。象我们在第二章里所解释的，一切类都为某个命题函项 
所定义’这些命题函项对于类的分子为真，对于其它的东西是假。 
可是假使一个类可以用一个命题函项来定义，它也可用任何其它 
的命题函项来定义，只要这命题函项在前一命题函项为真时也真， 
前一命题函项是假时也假就成。为了这个原故，我们不能说类等 
同于任何一个这样的命题函项，而不等同于任何其它的命题函项 
—给定一命题函项，常有许多其它的命题函项和它的真假值一 
致，在给定函项真时，其它的也真，在给定函项假时，其它的也假。 

如果两个命题函项有这样的情形，我们称这两命题函项为“形式等 
184 价 ” (formally equivalence )， 两个命题同真同假时，我们称这两命 

题的真假值相等或等价；两个命题函项和:，也 v 恒等价，这两函项 

就是形式等价。因为有许多函项和一给定函项形式等价，因此 

不可能把一个函项等同于一 个类； 我们希望的是没有两个不同的 

类有完全相同的分子，所以两个形式等价的函项必将决定同一 
个类。 

我们已经判明类和它们的分子不可能是同一种东西，并且它 
们不可能只是一堆东西，它们不可能等同于命题函项，如果它们又 
不止是符号的虚构，那么很难看出它们能是什么东西。假使我们 
能够找到将它们作为符号的虚构来处理的任何方法，我们便增加 
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了我们的处境的逻辑保证，我们不会在假定有类的同时被迫作相 
反的假定，没有类，我们避免了两个假定。这是奥卡姆 ( Occam ) 的 
安全剃刀的一例，奥卡姆主张“不是必需，实体不得增加。”但是当 
我们拒绝断定有类时，不要假定我们武断地断定没有类。我们只 
是对于它们无所知 而已： 象拉普拉斯 （ Laplace ) —样，我们可以 
说“我没有要这假设的必要” （ j_e n’ai pas besoin de cette hypoth - 

一个符号如用作类，它所必需满足的条件是什么？让我们一 
一 列举。作者认为以下的条件是必需而又充 分的： 

(1) 每一个命题函项必决定一个类，这个类所包括的分子就 
是使函项为真的那些主目。给定任意一命题(不论真或假），譬如 

说是关于苏格拉底的，我们可以设想苏格拉底为柏拉图，或亚里士 
多德，或者一个大猩猩，或者月球上的人，或者世界上任何别的个 
体所替换。 一 般而论，有些替换给出一个真命题，有些替换给出一 
个假命题。所决定的类就是包括所有那些代入后能够给出真命题 
的东西。自然我们还得解决“所有那些……”的意义是什么。现在 
我们所注意的是一个类为一个命题函项所决定，并且每个命题函185 
项决定一个适当的类。 

(2) 两个形式等价的命题函项必决定同一个类，两个不形式 
等价的命题函项必决定不同的类。也就是，一个类由它的分子所 
决定，并且没有两个不同的类有完全相同的分子。（如果一个类是 

由一个函项和 c 决定的，如果必 a 为真，我们说 a 是这类 的一个 
“分子”。） 

(3) 我们必须找到某种方法不仅定义类，还定义类的类。在 
第二章中我们已经知道基数被定义为类的类。初等数学中通常的 
说法，“《个东西中一次取出 w 个的组合”代表一个类的类，就是 
所有由 w 项组成的类的类，而这 m 项是由给定的《项的类中取出 
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的。 如果没有某种符号的方法处理类的类，数理逻辑便要失败。 

(4) 无论在什么情形下，假定一个类是它自己的一分子或者 
不是它自己的一分子都是没有意义的(并非假)。这是从我们在第 
十三章中所讨论的矛盾得来的。 

(5) 最后——这个条件最难满足 一一 必须能够作出关于由个 
体组成的一切类的命题，或者关于属于某一逻辑“类型”的对象所 
组 成的一 切类的命题。如其不然，类的许多用法会走入歧途 --一 
例如数学归纳法。在定义出一给定项的后代时，我们必须能够说 
后代中的分子属于已给项所属的一切遗传类，而这要求以上所说 
的那种总体的概念。这个条件所以困难的理由是我们能够证 明:不 
可能谈论有一给定类型的主目的一切命题函项。 

我们且将这最后的条件以及由它引起的问题搁置一旁而开始 
186讨论。前两条件可以合并来讲，它们说 的是: 对于每一组形式等价 
的命题函项恰有一个类，不多也不少；例如，人的类和无毛的两足 
动物，或者有理性的动物，或者具有不论什么别的可以取来定义人 
的特征的类是相同的。现在，我们说虽然两个命题函项形式等价， 
它们定义出相同的类，可是它们并不等同。证明以上所说为真我 
们可以指出：一个语句可能对于一个函项真，而对于另一个假；例 
如，“我相信所有的人是有死的”可能真，而“我相信所有的有理性 

的动物是有死的”可能假，因为我可能误以为长生鸟是一个不死的 
有理性的动物。这引导我们研究关于函项的语句，或者(更准确地 

说）函项的函项。 

关于一个函项所说的有些可以看成是关于函项所定义的类 


的，有些却不能。“所有的人是有死的”这个语句包含两个函项~是 
人”和^是有死 的”； 或者如果我们愿意也可以说，它包含了两个 
类: 人和有死的。这个语句可以作两种解释，因为如果我们将任何 
形式等价的函项替换&是人”或者&是有死的”，它的真假值不 
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变。但是，如我们适才所见，“我相信所有的人是有死的”这个语句 
不能看成是关于这两函项之一所决定的类的语句， 因为将 一个形 
式等价的函项 C 这使类不变）代入，语句的真假値可能改变。包含 
一 个函项的语句，如果它象“所有的人是有死的” 一样，亦即， 
如果经过任何形式等价的函项代入后它的真假值不变，我们称它 
为函项的 一个“ 外延” ( extensional ) 函项。当一个函项的函项 
不是外延的，我们称它为“内涵的” （ intensional )。 因 此“我相信所 
有的人是有死的”是&是人”或&是有死的”的一个内涵函项。因 
之为了实际的目的， 一 个函项 x 的外延函项可以看成是由 x 决定^ 
的类的函项，而内涵函项则不能如此看待。 

注意在数理逻辑中我们所介绍的所有的特殊的函项的函项都 
是外延的。例如，两个基本的函项的 函项： 恒真”和“有 
时真”。如果以任何形式等价的函项替换必 X ，这二函项的真假值 
不变。用类的语言来说，假使 a 是所决定的类,恒真”等价 
于“每个东西都是 oc 的一分子”，有时真”等价于“ ot 有分子”，或 
者更好一点说:“ a 至少有一个分子”。再以上一章讨论的“那个满 
足中 x 的项”存在的条件而论，条件是有一项~使得恒等价于 
是 P 。 这显然是外延的。它等价于后一个断定：由函项所 
决定的类是一个单一的类，即是 ，一 个只有一个分子的类，换言之， 

是1的一分子的类。 

给定一函项，这函项可能是，也可能不是外延的，又给定这函 
项的一个函项，我们总是可能从这函项的函项得出一个与之相关， 
并且确是原来函项的外延函项。方法 如后： 令原来的函项的函项 
为这样的一个函项有性质/;然后考虑这一断定，“有一个函项 
有性质/并与形式等价”。这是和^的外延函项；当原来的语 
句真时，这函项也真，并且如果原来的的函项是外延的，这函 
项与原函项形式等价;但是当原函项是内涵的，这新函项较原有的 
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188 


更常为真。让我们回头再看“我相信所有的人都是有死的”，将它 
作为“ X 是人”的一个函项。导出的外延函 项是： “有一个函项形式 
上等价于‘ X 是人’，并且使得我相信所有满足这函项的东西都是 
有死的。”当我们以4是有理性的动物”替换 “ x 是人”时，这新函项 
仍然真，甚至在我误以为长生鸟是有理性的并且是不死的时候，函 
项仍真。 

如上得出的函项，即，若原函项为“函项 必％ 有性质/”， 它便 

是: “有一个函项有性质/，且与形式等价”。这样的函项我们 
称为“导出的外延函项” (derived extensional function )。 

函项决定一个类，我们可以认为导出的外延函项就以这 
类为它的主目，并且是断定这类有性质/。这可以看作是关干一 
个类的一个命题的定义，也就是，我们可以定义 如下： 

断定“由函项决定的类有性质/”就是断定满足由/ 
导出的外延函项。 

凡关于函项有意义的语句因为这个定义对于一个类也有了意 
义 •，而 且我们会发现在技术上它所产生的结果正合我们的需要，即 
为了使理论在符号上很圆满的需要①。 

以上所说关于类的定义充分满足我们的前四个条件。第三及 
第四条件即类的类的可能性和一类是或不是它自己的一分子的不 
可能性。以上定义所以能保证这两条件，其解释是颇专门的，载 
《数学原理》中，在此我们只能姑且承认如此。若置第五条件于不 
论，我们可以认为我们的工作已经完成。这第五条件——既非常 
重要又非常困难 —— 由于迄今为止我们还没有说的原因，没有满 
足。其困难在涉及类型论，对于这一点我们须略加讨论⑧。 

在第十三章中我们已经知道有一个逻辑类型的层次，并且如 

① 见 PM , vol . i . pp . 75—84 及 * 20。 

② 读者欲知其详须参考《数学原理》，导言， chap , ii .， 及 * 20。 
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将属于某一层次的一个对象替以属于另一层次的一个对象，这是 
谬误。现在不难指明，能取一给定对象 a 作为主目的各种函项不 I 89 
全属于一个类型。让我们把它们全称为 a 函项。我们可以先就不 
涉及任何函项集合的函项入手，称它们为“直谓的 a 函项” （ pre - 
dicative a - function )。 假使我们现在进一步考虑一些函项，这些 

函项涉及直谓的 a 函项的全体，认为它们与直谓的 a 函项属于同 
一的类型，便会招致谬误。以日常 的话: “ a 是一个典型的法国人” 
为例。我们将如何定义一个“典型的”法国人？我们可以定义他为 
“具有大多数法国人所具有的一切性质的人。但是除非我们对“一 
切性质”加以限制，使不涉及性质的全体，我们将不得不说大多数 
的法国人不是以上意义上的典型的，因而定义表明，不是典型的倒 
是一个典型的法国人的本质。这不是一个逻辑矛盾，因为并没有 
理由为什么应该有典型的法 国人; 但是这说明了一个需要，要将涉 
及性质全体的函项和不涉及的 分幵。 

欲使函项有意义，一个变元有时能取“所有”的值，有时只能取 
“ 某些”值。无论什么时候，从关于一变元能够取的值的语句我们 
常可以得到一个新的对象，这个新的对象必须不在前面所说的变 
元所能取的值中，如果它在其中，那么变元涉及的值的全体会只能 
由它自己来定义，于是我们陷入了一个恶性循环。例如，假若我 
们说“拿破仑具有成为大将的一切性质”，我们定义“性质”时必须 
不包括我们现在所说的，也就是，“有成为一个大将的一切性质”本 
身必须不是所假定的一个性质。这是相当明显的，并且是引导到 
类型论的一个原则，有了类型论，恶性循环的悖论可以避免。至于 
应用到《函项，我们可以假定“性质”的意义就是“直谓的函项”。 
于是，当我们说“拿破仑具有所有的性质如何如何”时，我们的意思 
就是“拿破仑满足所有的直谓函项，等等”。这个语句将一个 性质！ 90 
归之于拿破仑，但不是将一个直谓的性质归之于拿 破仑； 因之我们 
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避免了恶性循环。可是无论何时，只要出现“一切函项如何如何' 
要想避免恶性循环，原有的函项必须限于一个 类型； 并且象拿破仑 
和典型的法国人这两个例子所表明的，这个类型并不是由变元的 
类型决定的。要详细说明这一点，需要更仔细的讨论，但是以上所 
说足够表明，能取一给定的主目的函项属于一个无穷的类型序列。 
通过种种技巧，我们可以构造一个变元，使它历 经前〃 个类型，此 
处《是有穷数;但是我们不能构造出一个变元，使它历经所有的类 
型，假若我们能够找到这样一个变元，立刻就会得到一个新型的函 
项，这函项有原有的主目，因此整个的程序又得重复。 

我们称直谓的 a 函项为 第一级 类型的《 函项； 涉及全体第一 
级 类型的 a 函项称为 第二级 类型的 a 函项； 如是类推。没有一个 
«函项的变元能历经所有不同的 类型： 到某一个固定点，它必须突 
然停止。 

这些讨论和导出的外延函项的定义有关。在定义中我们提及 
“一个和形式等价的函项”。必须决定我们的函项的类型。任 
何的规定都行，但必须有所规定，这是不能避免的。让我们令想象 
中的和形式等价的函项为0。这样，4作为一个变元出现，并 
且必定属于某个固定的类型。关于4的类型我们必须知遒的是， 

含的主目属于一给定类型-譬如说它是一个 a 函项。但是如我 

们适才所见，这并不决定0的类型。假如我们要能够(如第五个条 
件要求的）处理其分子与 a 的类型相同的一切类，我们必须能够用 
属于某一类型的函项定义出所有这 些类; 这也就是说，必须要有 a 
函项的类型，假定这类型是第《级，使得任何 a 函项与第《级类型 
的某个 a 函项都形式等价。如果情形如此，那么任何外延的函项， 
191若对于第《级类型的一切《函项成立，必对于任何 a 函项成立。 
类之所以有用主要地由于类可以作为一个技术上的手段使导致这 
个结果的一个假定具体化。这个假定称为“还原公理 ” （axiom of 
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reducibility )， 现在将 它叙述如下： 

有一个 a 函项的类型(譬如说 t )， 使得给定任何 a 函项，有属 
于所说类型的某个函项与它形式等价。 

如果假定了这个公理，我们用属于这一类型的函项来定义相 
关的外延函项。因而关于一切 a 类（即一切由 a 函项所定义的 
类)的语句可以归约到关于 T 类型的一切 a 函项的语句。只要仅 
仅涉及函项的外延函项，使用这个方法实际上可以得到许多结果， 
这些结果如用其它的方法去求必需用到“所有的 a 函项”，而这个 
概念是不可能的。这个方法在一个特别的范围中非常重要，这个 
特别的范围就是数学归纳法。 

还原公理包含了类的理^中所有真正本质的东西。所以现在 
我们值得问一句，假定它真是否有任何理由。 

这个公理象乘法公理以及无穷公理一样，对于某些结论是必 
需的，但是仅就演绎推理的存在而论却无必要。如我们在第十四 
章中所解释的，演绎理论和包含“所有”及“有的”的命题的定律是 
数学推理的本来结构 :没有 它们，以及类似它们的东西，我们将不 
仅不能得到同样的结果，并且将根本得不到任何的结果。我们不 
能将它们用作假设，而推演出假言的结论，因为它们既是演绎法则 
也是前提。它们必须绝对真，否则我们根据它们所推演出来的 
东西甚至不能从前提得到。反之，还原公理象前面的两个数学公 
理一样，在任何用到它的时候很可以以它作为假设，而不假定它确 
实是真的。我们可以由它推演出假言的结论，假定它假，我们也可192 
以推演出结论。因此它只是方便而非必需。就类型理论的 g 杂， 
以及其中除了最普遍的原则外都没有定论这两点看，我们还不能 
说有无方法完全废除还原公理。不过，假定以上概述的理论正确， 
关于这公理的真假我们能说些什么 ？ 

我们可以看出，这个公理就是莱布尼兹的“不可辨別的同一” 
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(identity of indiscernibles ) 的普遍形式。莱布尼兹假定两个不同 

的主词就谓词来说必不相同，以此作为一个逻辑的原则。他所谓 
的谓词不过是我们所说的“直谓函项”的一部分。直谓函项除此以 
外还包括给定项之间的关系，以及不算谓词的各种性质。因之莱 
布尼兹的假定较之我们的公理严格和狭窄得多。（自然，这不是按 
照他的逻辑来说的，按照他的逻辑 ，所 有的命题都可以归约到主谓 
词的形式)。但是就作者所见，相信他的形式并无适当的理由。我 
们在狭义的意义上使用“谓词”这个词，在狭义的意义上也很可能 
有两个东西具有完全相同的谓词，这是抽象逻辑中可能的事。当 
我们超过狭义的谓词时我们的公理又如何呢？在实际的世界上似 
乎没法怀疑特殊的东西的经验的真实性，因为它们所在的时空有 
分别： 没有两个特殊的东西对于所有其它的特殊东西有完全相同 
的时空关系。然而这似乎是我们适巧生存的世界上的一个偶然事 
实。用莱布尼兹的话说，纯粹逻辑和纯粹数学(二者是一回事）目的 
在求真，在一切可能的世界里真，而不仅是在这个颠倒错乱，我们 
偶然被禁闭于其中的世界里为真。逻辑学家应保持一种尊严，他 
不可術身屈就，只由它周围所见的东西推求论证。 

193 从这个严格的逻辑观点看，作者看不出有任何理由使我们相 

信还原公理在逻辑上是必需的。所谓在逻辑上是必需的就是在一 
切可能的世界里都真。因此即使公理在经验里真，而允许它进入 
一个逻辑系统中总是一个缺陷。因此之故，类的理论不能说是与 
摹状词的理论一样完善。为得到一个较为完善的类的理论，其中 
不需要这样一个可疑的公理，在类型论方面需要进一步的工作。 
但是如下的看法是合情合理的，即本章中撮述如上的理论在主要 
的路线上是正确的，所谓的主要路线就是将名义上关于类的命题 
归约到关于类的定义函项的命题。用这种方法避免将类看作实 
体，从原则上说，似乎合理，不过其中细节还需整理。因为这点似 
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乎无可怀疑，所以尽管我们想尽可能地排除不论什么看来启人疑 
窦的东西，结果仍然收入了类的理论。 


以上对类的理论略加探讨，这个理论将它本身归约到一个公 
理 和一个 定义。为明确起见，这里我们再陈述一遍，这公 理是： 
有一个类型 T ， 使得如果多是一个能取一给定对象作为主目 
的函项，那么有一小函项0，0属于类型 T ， 幷且和必形式等价。 

这定 义是： 


如果必是一小能取一给定对象作主目的函项， T 是以上公理 
所说的一+类型，那么说由必决定的类有性质/，就是说，有一个 
函项，这函项属 T 类型，和0形式等价，幷且有性质/。 
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194 第十八章数学与逻辑 

J 

在历史上数学和逻辑是两门完全不同的 学科： 数学与科学有 
关，逻辑与希腊文 有关。 但是二者在近代都有很大的发展 • 逻辑更 
数学化，数学更逻辑化，结果在二者之间完全不能划出一条界限; 
事实上二者也确是一门学科。它们的不同就象儿童与成人的 不同: 
逻辑是数学的少年时代，数学是逻辑的成人时代。这种见解会触犯 
一 些逻辑学家，这些人曾经消耗他们的时间于古典著作的研究， 
而不能从事一点点符号的推理;也会触犯一些数学家，他们已经学 
会了一种技术，但从不费心去研究它的意义和合理性。这两种人 
现在幸而都愈来愈少了。许多现代的数学研究显然是在逻辑的边 
缘上，许多现代的逻辑研究是符号的，形式的，以致对于每一个受 
过训练的研究者来说，逻辑和数学的非常密切的关系极其明显。 
二者等同的证明自然是一件很细致的 工作： 从普遍承认属于逻辑 
的前提出发，借助演绎达到显然也属于数学的结果，在这些结果中 
我们发现没有地方可以划一条明确的界线，使逻辑与数学分居左 
右两边。如果还有人不承认逻辑与数学等同，我们要向他们挑战， 
请他们在< 数学原理》的一串定义和推演中指出哪一点他们认为是 
195逻辑的终点，数学的起点。很显然，任何回答都将是随意的，毫无 
根据的。 

在本书的前几章中从自然数开始，我们曾经首先定义出“基 
数”，并且指明如何将数的概念推广，然后分析包含在定义中的概 
念直到我们发现我们所处理的乃是逻辑上基本的东西。在一个综 
合的，演绎的论述中首先是这些基本的东西，而自然数则是在一个 
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长的过程之后才达到的。这种处理虽然在形式上较我们曾经采用 
的方式更正确，但是对于读者比较艰难，因为它从终极的逻辑概念 
和命题出发，而这些东西比自然数对于我们远为疏远和不习见。 
并且它们所代表的是现在知识的前沿，越过这前沿是仍然未知的 
领域，知识对于它们的统治权至今还不很牢固。 

过去常有人说数学是“量”的科学。“量”是一个模糊的字眼， 
为了论证，我们可以用“数”这个字眼来代替。数学是数的科学，这 
句话在两个不同的方面都不对。一方面有些已知的数学分支与数 
毫不相干 一- 所有不用坐标和度量的几何学，例如射影几何和画 
法几何在没有引入坐标以前与数无关，甚至和大小意义上的量也 
无关。另一方面，通过基数的定义，通过归纳理论和祖先关系，通 
过广义的序列理论以及通过算术运算的定义等，已经可能将向来 
证明只与数有关的许多东西加以推广。结果从前单一的算术学科 
现在分为许多独立的学科，其中没有一个特别与数有关。数的大 
部分性质与一对一的关系、类与类之间的相似关系有关。加法涉 
及互相排斥的类的结构，这些类各与一个类的集合相似，而对于这 
个类的集合我们并不知道它们是否互相排斥。乘法包括在选择理 
论中，选择是一种一对多的关系。“有穷”包括在祖先关系的一般 
研究中，这种研究产生了数学归纳法的整个理论。各种数序列的 
普通性质以及函数的连续性和极限理论的要点都可以推广不再和 
数有任何本质的关联。在所有的形式推理中，极力推广是一个原 
则，因为如此我们可以保证一个给定的演绎过程将有比较广的应 
用结果；所以我们这样推广算术的推理只是根据数学上普遍承认 
的一个规则。实际上在做这样的推广时，我们创造了一类新的演 
绎系统，传统算术在其中融化了，扩大了；但是这些新的演绎系统 

的任何一个 1 -例如选择理论-被看成是属于逻辑还是算术， 

这完全是随意的，不能合理地决定。 
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于是我们面对一个 问题： 称为算术或者逻辑都无不可的这门 

学科究竟是什么？有没有方法作出它的定义？ 

这门学科的某些特征是很明显的。在这门学科中我们不从处 
理特殊的东西或者特殊的性质入手：我们从形式上研究所谓任何 
的东西或者任何的性质。我们要说一加一等于二，而不说苏格拉 
底和柏拉图是两个人，因为作为逻辑学家和纯粹数学家我们从来 

不曾听到过苏格拉底和柏拉图，他们与我们无关。在没有这两人 
的世界里仍然是一加一等于二。作为纯粹数学家和逻辑学家我们 

197没有提及特殊事物的余地，因为如果我们这样做，就是引入了不相 
干的，非形式的东西。以一个三段论式作例可以说明这点。传统逻 
辑说 •.“ 所有的人都是有死的，苏格拉底是人，所以苏格拉底是有死 
的。”这里我们所要断定的显然只是前提蕴涵结论而不是前提和结 
论都是实际上真；就是最陈旧的逻辑也指出前提事实上是否真与 
逻辑无关。是以在以上的传统三段论式中，首先要更改的是把它 
叙述成这样的 形式: “如果所有的人都是有死的并且苏格拉底是一 
个人，那么苏格拉底是有死的。”现在我们可以注意我们所要表示 
的是 :这个 论证之正确是由于它 的形式 ，而不是由于其中出现的特 
殊的项。假若我们从前提中去掉“苏格拉底是一个人”，我们得到 
一个非形式的论证，这个推论只有在苏格拉底事实上是一个人时 
才能加以承认，在这样的情形下我们不能推广这个论证。但是如 
象上面所举的论证是 形式的 ，就不须倚赖于其中所出现的项，这样 
我们可以用 a 替换人，以0替换有 死的， 并且以^替 换苏格 拉底, 
只 要此处 ( X 和0是任意的两个类，^是任 何一 个个体 D 于是我们 
得到这样的 语句: “不论 S “和0有什么可能的值， 如果 所有的^ 
都是0并且： v 是一个 a ， 那么 x 是一个 片’; 换句话说，“‘如果所有 
的 a 都是卢并且 x 是一个 fi ， 那么 x 是一个 这 个命题 函项恒 
真”。 至此我 们有一个逻辑的命题——这个 命题在 传统的关于苏 
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袼拉底，人以及有死的这个语句中仅有暗示。 

很明显，如果我们的目的在形式推理，最终我们常常会得到如 
上的语句，在这个语句中并不提及任何实在的东西或性质，只要我 
们不希望浪费时间去证明一个特例，这个特例又是能够一般地证 
明的，这个情形就会发生。若是关于苏格拉底作了一个很长的论 
证，然后关于柏拉图又作一个完全相同的论证，这是十分可笑的。 
假使我们的论证对所有的人成立，我们可以在“如果 X 是一个人” 
的假设下证明对于“ X ”成立。有了这个假设，即使 X 不是一个人， 
论证也保留它假言的正确性。如果我们不假设 X 是一个人，而是 
假设它是一个猴子，或者一只鹅，或者一位首相，我们会发现论证 
仍正确。因此我们将不浪费时间以“ X 是一个人”作为我们的前提， 
而是以“ X 是一个 0 C ” 作为前提，此处 a 为任意一个个体的类，或者 
以 ( 啦，) 作为前提，此处4是具有某种类型的任意一个命题函项。 
是以在逻辑中或纯粹数学中不提及任何特殊的东西或性质是这门 
纯形式的学科的一个必然结果。 

至此我们遇着一个问题，这个问题容易陈述却不容易解决。 
问 题是: “一个逻辑命题的成分是什么?”作者并不知道答案，但是 
打算解释问题如何发生。 

以“苏格拉底先于亚里士多德”这命题而论，此处显然有一个 
两项之间的关系，并且命题 C 以及对应的事实）的成分就是两个项 
和一个关系，即，苏格拉底，亚里士多德和 先于。 C 苏格拉底和亚里 
士多德都不是简单的东西，表面上是他们的名字的，实际上都是缩 
短的摹状词，这些事实我们都暂置不论，它们和现在的讨论也无 
关。）这样命题的一般形式我们可以用来表示， “ xR 尸可以 
读为对有 R 关系”。这个普遍形式可以出现在逻辑命题中， 
但是它的任何特例却不能。我们是否可以从此推论普遍形式本身 
是这些逻辑命题的一个 成分？ 
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给定一个命题，如象“苏格拉底先于亚里士多德”，我们就有某 
些成分，也有某个形式。但是形式本身不是一个新的成分;如果它 
是新的成分，我们需要一个新的形式以包含它和其它的成分。事实 
上，我们能够将一个命题的一切成分改为变元，而形式不变。这就 
1" 是当我们使用 “ xR 尸这样一个模式时所做的。这个模式代表了 
某一类命题中的任意一个，所谓某一类命题就是断定两项间有一 
关系的那些命题。我们可以进而讨论一般的断定，如象有时 
真”——也就是，有两项关系成立的场合。在我们正在使用的逻辑 
这词的意义上，这个断定属于逻辑（或者数学)。在这个断定中我 
们没有提到任何特殊的东西或者特殊的 关系； 没有任何特殊的东 
西或者关系能够出现在纯逻辑的一个命题中。只有纯形式是逻辑 
命题的唯一可能的成分。 

作者不希望正面地断定纯形式——例如& R 尸这个形式——- 
实际上出现在我们所讨论的那种命题中。这命题的分析的问题 
是困难的，正反两面的讨论都有冲突的地方。现在我们不能详论 
这个问题，但是我们可以接受一个观点为第一个近似的观点，就 
是： 形式是作为组成的成分进入逻辑命题中。我们可以解释(虽不 
是形式地定义）我们所谓的一个命题的“形式” 如下： 

一个命题的“形式”乃是当命题的每一个成分为其它的东西 
所替换后命题中仍然不变的东西。 

因 之“苏格拉底先于亚里士多德”与“拿破仑比惠灵顿伟大”有 
相同 的形式，虽说这两命题的 每个成分并不相同。 

逻辑的或者数学的命题能够从一个不含变元的命题(也就是， 
没有如象所有，有的， 一个， 那个等字眼)得到，即是将其中每一个 
成分改为一个变元，并且断定所得的结果恒真或有时真，或者先断 
定其对于某些变元恒真，再断定以上结果对于其余变元有时真，或 
者作任何艽它类似的断定，就可以得到一个逻辑的或数学的命题。 
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这一点我们可以作为逻辑的或数学的一个命题的一个必要的（虽 
然不是充分的）特征。换句话说，就是逻辑(或者数学)只与形式有 
关，并且其与形式有关也只是说到它们恒真或者有时真——“常 

常”和“有时”可以有各种排列。 200 

在每种语言中都有一些词，它们唯一的作用就是指明形式。 
泛泛地讲，这些词在语言中最少变化最普通。以“苏格拉底是人” 
来说，此处的“是”不是命题的一个成份，而只是指示出主谓词的形 
式。同样，在“苏格拉底是较早于亚里士多德”中的“是”和“较”也 
只是指示形式;这命题与“苏格拉底先于亚里士多德”同义，在后一 
命題中“是”和“较”不出现，它的形式以另一种方法来表示。一般 
地说，形式能够用特殊的词以外的其它方法表 示:词 的次序可以将 
所要表示的表示出一大半。但是这个原则不可固执，例如，很难看 
出如何能够不用一个词而很便利地表示出命题的分子式 C 也就是 
我们所谓的真值函项)。在第十四章中我们已经知道一个词或符 
号，即表达不相容性的词或符号足够达到这个目的。但是一个词 
都没有，我们就很难处理了。虽然如此，这点对于我们当前的目的 
并不重要。重要的是注意：即使在一个命题中没有一个词或符号 
指示出形式，形式仍可以是一个普遍命题所关切的事。假使我们 
希望关于形式本身有所说，我们必须有一个词表示它;但若象在数 
学中，我们希望对于有某种形式的一切命题有 * 所说，通常看来表示 
形式的词并非是不可少的；或者在理论上，决不是不可少的 Q 

假定——作者认为我们可以如此假定 命题的形式可由另 

一些命题形式表示，在其中并没有用到任何特殊的指明形式的词， 

我们将得到一个语言，在这个语言中每一个形式的东西属于句法 
而不属于词汇。在这样的一个语言中即使我们一个词都不知道， 
我们还是能够表达出所有的数学命题。数理逻辑的语言，如果是 
完善的，就是这样一个语言。我们有作为变元的符号，如象“ X ”、 
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和，”，这些符号以各种方式排列，排列的方式就指示出所说的 
对于变元的一切值或者某些值为真。我们不需要知道任何的词， 
因为它们只有在规定变元的值时才需要，然而规定变元值是应用 
数学家的事情，不属于纯粹数学家或者逻辑学家分内的事。逻辑 
命题的特征之 一是: 设有一个适当的语言 ，一 个人只知道这语言的 
句法，可是对于词汇中的一个词都不知道，他也能够在这语言中断 
定一个如是这般的命题。 

但是，毕竟有一些词表示形式，如象“是”和“较”。到目前为 
止，每一 个为数 理逻辑所创立的符号体系中，有些符号它们具有经 
常不变的形式意义。我们可以拿表示不相容性的符号作为一例， 
不相容性是用以构造出真值函项的概念，这样的词或符号在逻辑 

中可以出现。问题是 :我们 将如何来定义它们？ 

这些词或符号表达所谓的“逻辑常项” (logical constants ) 0 

逻辑常项可以用我们定义形式的方式一样地定义;事实上，它们本 
质上是一回事。一个基本的逻辑常顼就是许多命题所共同的东 
西，这些命题中的任一个都可以从其它的任一个将项加以替换得 
到。例如，“拿破仑比惠灵顿伟大”就可以从“苏格拉底比亚里士多 
德早”得到，只要将“拿破仑”替换成“苏格拉底”，“惠灵顿”替换成 

“亚里士多德”以及以“比……伟大”代替“比……早”。有些命题可 
以用这种方式从“苏格拉底比亚里士多德早”这个原型得到，有些 

却不能；那些能够得到的都有 hRy ” 这样的形式，即，表示两项关 
系。象“苏格拉底是人”或“雅典人给苏格拉底毒鸩”这些命题就不 
202 能从以上的原型经过以一项代一项的替换得到，因为第一个是主 
谓词的形式，第二个表示一个三项关系。假使在我们的纯逻辑语言 
中要有一些词，那么它们必须是表达“逻辑常项”的词，而“逻辑常 
项”总是一群命题所共有的东西，或者，是从一群命题所共有的东 
西引伸得来的，这一群命题彼此可以用上面的方式经过以一项替 
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一项的替换得到。这个共有的东西就是我们所说的“形式”。 

在这个意义上，所有出现在纯粹数学中的“常项”都是逻辑常 
项。例如数1，就是从后面那种形式的命题导出 的:“ 有一项 C ， 使 
得和^真，当且仅当 X 是 P 。 这是必的一个函项，给必以不同的 
值，就得到各种不同的命题。我们可以（对于我们目前讨论不关重 
要的中间步骤稍加省略）假定以上命的函项的意义就是“为0所 
决定的类是一个单一的类”或者“为必所决定的类是1的一分子” 

(1 是一个类的类)。这样，其中有1出现的命题获得了一个意义， 

这个意义是从某一个不变的逻辑形式引伸出来的。所有的数学常 
项都是这样的 情形： 它们都是逻辑常项，或者是符号的缩写，这 
些缩写在一个适当的上下文中的全部用法是用逻辑常项定义出 
来的。 

但是，虽然所有的逻辑的（或者数学的）命题能完全由逻辑常 
项以及变元表达出来，反之，能以这种方式表达出来的命题并不 
都是逻辑的。至此我们已经找到了数学命题的一个必要的但非充 
分的标准。我们已经充分地定义出初始概念的特征，用这些概念 
所有的数学概念都能 够定义 出来， 但我们不曾充分地定义出初始 
命题， 使一切数学命题都可以从这些命题加以推演 得到。 这是一 
件比较困难的事，关于它的详细答案还不曾知道。 

有些命题虽然能用逻辑概念陈述出来，却不能由逻辑断定其 
真。我们可以取无穷公理作为这样命题的一个例子。所有的逻辑20 3 
命题有一个特征。这个特征用过去常用的话来说是分析的，或者 
说，它们的矛盾命题是自相矛盾的。然而这种陈述的方式是不能 
令人满意的。矛盾律只是逻辑命题中的 一个； 它没有特别的优越 
地位;证明某个命题的矛盾命题是自相矛盾的，除了矛盾律以外很 
可能还需要其它的演绎原则。虽然如此，那些说逻辑命题的特征 
就在于它能从矛盾律演绎出来的人，他们感觉到了并且打算定义 
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出我们所寻求的逻辑命题的特征。我们可以暂且称这种特征为 
“同语反复” （ tautology )， 世界上个体的总数是《，不论《是什么 
数，在这个断定中显然没有以上所说的特征。若非类型有别，从逻 
辑上我们可能证 明有〃 项的类，此处《是任意有穷整数；甚或有 Ho 
项的类。但是如我们在十三章中已经知道的，由于类型，这种证明 
是谬误的。我们只有诉之于经验的观察以 决定： 是否世界上有《 
个那么多的个体。在莱布尼兹所说的许多“可能的”世界中可能 
有些世界有一，二，三……个个体。为什么世界上甚至有一个个 
体①，——为什么事实上有任何的世界，这些似乎都没有任何逻辑 
的必然性。上帝存在的本体论的证明如果是正确的，这证明建立 
了至少有一个个体的逻辑必然性。但是一般认为这证明不正确， 
事实上证明依赖于对于存在的一个谬见——这就是没有能认识 
到： 只有被摹状的东西才能断定其存在，而不是任何有一个名字的 
东西都能断定其存在，因此从“那是一个某某”及“那 个某某 存在” 
论证“那个存在”是没有意义的。假使我们不承认本体论的论证，我 
204们似乎被迫得到一个 结论: 世界存在是一件偶然的事——也就是， 
不是逻辑上必然的。若果真如此，除非在一个假设下，没有一个逻 
辑原则能够断定“存在”，亦即，没有一个逻辑原则能够是“某某命 
题函项有时真”这样的形式。这样形式的命题在逻辑中出现必是 
作为假设或者假设的结论而出现，而不是作为完全断定的命题而 
出现。逻辑中完全断定的命题都是肯定某个命题函项恒真这种形 
式。例如，“如 P 藴涵^并且 《蕴涵 〃，则 P 蕴涵『”恒真，或者，“如 
所有的《都是并且 X 是一个 a ， 则 X 是一个戶”恒真。这样的命 
题可以在逻辑中出现，.它们之为真独立于宇宙的存在。我们可以 
说，即使没存宇宙，所有的普遍命题仍真；因为一个普遍命题的矛 

①在《数学原理> 中所有的初始命题都允许作这样的推论：至少存在一个 个体。 
但是作者现在认为这在逻辑的纯粹性方面是一个缺点。 
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盾命题（如我们在第十五章中已经见到的）是一个断定存在的命 
题，因此若是没有宇宙存在，这个命题恒假^ 

逻辑命题是可以 先验地 (a pdori ) 认识的，不须对于实际世界 
作一番研究。只有从经验事实的研究中，我们才知道苏格拉底是 
一个人，但是我们知道三段论式在它的抽象形式中（即当它用变元 
陈述出来时）的正确性，而无须诉之于经验。这个特征不属于逻辑 
命题本身，而是在于我们认识它们的方式。可是这个特征与逻辑 
命题的性质是什么这问题有关，因为有许多种命题很难说我们不 
借经验就能够认识它们。 

很明显，要得到“逻辑”或者“数学”的定义必须先给“分析的” 
命题这个陈旧的概念求得一个新的意义。虽然逻辑命题就是从矛 
盾律推演出来的东西这个定义不再能使我们满意，但是我们能够 
承认，并且必须仍然承认，逻辑命题是和由经验得知的命题完全不 
同的一类命题。它们都有一个特征，这个特征就是适才我们所说 
的“同语反复 ' 这个特征以及逻辑命题能完全由变元和逻辑常项205 
(即使一命题中所有的成分完全改变命题中仍然不变的东西就是 
逻辑常项）表达出来这个事实就可以给出逻辑或者纯粹数学的定 
义。目前作者还不知道如何定义“同语反复”①。提供出一个可能 
满足一时的定义或许 不难； 然而作者虽对于这尚未定义出来的特 
征完全熟悉，却还不知道一个能使作者满意的定义。因此在我们 
目前寻求数学的逻辑基础的探本求源的旅程中，在这一点上我们 
算是迖到了知识的前沿。 

我们颇为简略的数理哲学导论现在已经到达了终点。数理哲 
学中所涉及的概念不用逻辑符号是不可能充分地表达出来的。因 


①“同语反复”对于数学的定义的重要性是作者以前的学生维特根斯组 （ Lud - 
wig Wittgenstein ) 指点给作者的，其时他正研究这问题。作者不知他现在足否已经 
解决这问题，甚或他是否还活着。 
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为普通语言中没有词自然准确地表达出我们想要表达的，只要我 
们仍旧用普通的语言，必然把词牵强到非寻常的意义;而读者如果 
不是在最初就是经过一个时候以后，必定又失误地将通常的意义 
加到我们所用的词上，这样对于我们所要说的就产生了误解。此 
夕卜，普通的文法和句法也非常容易引人入歧途。例如，关于数就是 
这样的情形，“十人”在文法上和“白人”的形式相同，因而人们可能 
认为10是修饰“人”的一个形容词。又，凡是涉及命题函项，特别 
是关于存在和摹状词的命题函项时，也容易引起误解。因为语言 
容易引人入歧途，因为它应用于逻辑时（语言决不是为逻辑而有 
的)散漫不精确，所以逻辑的符号系统对于数理哲学精确的和彻底 
206的讨论是绝对必需的。因此，对于想精通数学原理的读者，作者希 
望他不畏避掌握符号所需的劳力，这番劳力，事实上，比可能设想 
的要小得多。以上匆促概括的研究已经说明在数理哲学这个学科 
中有无数未解决的问题，许许多多的事情需要去做。如果任何人为 
这本小书所引导而对数理逻辑作深刻的研究，写这本书的主要目 
的就算达到了。 
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索 

Aggregates 集，12。 

Alephs 阿列夫，83,92,97,125。 
Aliorelatives 示异的，32。 

All 所有的，158以后。 

Analysis 分析，4。 

Ancestors 祖先，25,33。 

Argument of a function 函数的自 
变数或主目，47,108。 

Arithmetising of mathematics 数学 
的算术化，4。 

Associative law 结合律，58,94。 
Axioms 公理，1。 

Between 在…之间，38以后，58。 
Bolzano 波尔寮诺，138注。 

Boots and socks 靴子和袜子，126。 
Boundary 边界，70,98,99。 

Cantor, Geory 康托，77,79,85注， 
86, 89,95,102,136。 

Classed 类，12,137,181 以后； reflexive 
自反类，80, 127, 138； similar 相似 
类，15,16。 

Clifford, W. K. 克利福德，76。 
Collections, infinite 集合，无穷的， 

13。 

Commutative law 交换律，58,94。 
Conjunction 合取式，147。 
Consecutiveness 相连，37, 38,81。 
Constants 常项，202。 

Construction, method of 构造的方 


引 

法，73 0 

Continuity 连续性，86,97 以后； Can- 
torian 康托的，102以后； Dedekin- 
dian 戴德铿的，101; in Philosophy 
在哲学中，105； of functions 函数 
的，106以后。 

Contradictions 矛盾，135以后。 
Convergence 收敛，115。 

Converse 逆关系，16,32,49。 
Correlators 关联者，54。 
Counterparts, Objective 复本， 客观 
的’61。 

Counting 计数，14,16。 

Dedekind 戴德铿，69,99,138注。 
Deduction 演绎，144以后。 

Definition 定义，3; extensional and 
intensional 外延的和内涵的，12。 
Derivatives 导项，100。 

Descriptions 蓽状词，139,144,167以 
后。 

Dimensions 维，29。 

Disjunction 析取式，147。 

Distributive law 分配律，58,94。 
Diversity 差，87。 

Domain 前域，16, 32,49。 

Equivalence 等价，183 0 
Euclid 欧几里德，67。 

Existence 存在，164,171 ，177 0 
Exponentiation 乘方定律，94, 120 o 
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Extension of a relation 一关系的外 
延,60。 

Fictions, logical 虚构，逻辑的， 14 注， 
45,137 0 

Field of a relation 一关系的域，32, 
53 0 

Finite 有穷，27。 

Flux 流动，105。 

Form 形式，198。 

Fractions 分数， 37, 64。 

Frege 弗芮格 ， 7,10, 25 注，77,95, 146 
注 。 

Functions 函项， 46; descriptive 摹状 
的，46，180； intensional and ex- 
tensional 内涵的和外延的， 186； 

preiicative 直谓的， 189; proposi- 
tional 命题的，46,144, 155 以后。 

Gap, DeiekIndian 空隙，戴德铿的 
70以后，99。 

Generalisation 概括化，156 0 
Geometry 几何，29，59, 67,74，100, 

145; analytical 解析的，4,86。 
Greater and less 大于和小于，65,90。 

He S el 黑格尔，107。 

Hereditary properties 遗传的性质， 

21 . 

Implication 蕴涵，146,153? formal 
形式的，163。 

Incommcnsurables 不可通约数，4, 

66 , 

Incompatibility 不相容，147以后， 
200 o 

Incomp!ete symbols 不完全的符号， 

182 . 


Indiscernibles 不可辨別的，192^ 

Individuals 个体，132,141,173。 

Induction, mathematical 妇纳法，数 
学的，20以后，87,93,185。 

Inductive properties 归纳的性质， 
21。 

Inference 推论，148以后。 

Infinite 无穷，28; of rationals 有 
理数的，65; Cantorian 康托，65; 
of cardinals 基数的，77以后； and 
series and ordinals 序列和序数， 
89以后。 

Infinity，axiom of 无穷，公理的 66 
注,77,131 以后，202。 

Instances 例子，156 。 

Integers，positive and negative 整 

数，正数和负数,64。 

Intervals 区间， 115。 

Intuition 直觉，145。 

Irrationals 无理数，66, 72 a 

Kant 康德， 145„ 

Leibniz 莱布尼兹， 80, 107,192。 

Lewis, C. I. 刘易斯，153,154。 

Likeness 相仿，52。 

Limit 极限， 29,69 以后， 79 以后； of 
functions 函项的， K)6 以后 a 

Limiting points 极限点， 99 a 

Logic 逻辑，159，169， 194 以后； 
mathematical 数学的， v, 201,206^ 

Logicising of mathematics 数学的 
逻辑化7。 

Maps 地图，52, 60 以后，80。 

Mathematics 数学， 194 以后。 

Maximum 极大，70, 98 n 

Median class 屮间类，104。 
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Meinong 梅农， 169 。 

Method 方法， vi Q 
Minimum 极小， 70,98 。 

Modality 模态， 165 。 

Multiplication 乘法， 118 以后。 

Names 名称， 173, 182 。 

Necessity 必然性， 165 。 
Neighbourhood 邻域， 1 09 。 

Nicod 倪可德， 148,149, 151 注。 
Null-class 空类， 23,132 。 

Number，cardinal 数，基数， 10 以后， 
56,77 以后， 95; complex 复数 ，74 
以后； finite 有穷数， 20 以后； in- 
ductive 归纳数， 27,78,131; infinite 
无穷数， 77 以后； irrational 无理 
数， 66 ， 72 ； maximum 最火基数， 
135 ； multipliable 可乘数， 130? 
natural 自然数， 2 以后， 22; non- 
inductive 非归纳数， 88,127; real 实 
数， 66,72, 84; reflexive 自反数， 80, 
127 ； relation 关系数， 56,94 ； serial 
序列数， 57 。 

Occam 奥卡姆， 184 0 
Occurrences, primary and secon* 

dary 出现，主要的和次要的， 179 。 
Ontological proof 本体论的证明， 

203 o 

Order 次序， 29 以后； cyclic 循环次 
序， 40 o 

Oscillation, ultimate 振动， 基本的， 

lllo 

Parmenides 巴门尼德， 138 。 
Particulars 特殊的， 140 以后， 173 。 
Peano 皮亚诺， 5 以后， 23,24,78, 81 ， 

131 ， 163 。 


Peirce 皮尔斯， 32 注。 

Permutations 排列， 50 。 

Philosophy, mathematical 哲学，数 
学的， V ，1。 

Plato 柏拉图， 138 。 

Poincare 庞加莱， 27 。 

Points 点， 59 。 

Posterity 后代， 22 以后 ； Propei 真后 
代， 36 。 

Postulates 假设， 71 ， 73 。 

Precedent 前项， 98 。 

Premisses of arithmetic 算术的前 
提， 5 。 

Primitive ideas and propositions 初 
始槪念和命题， 5, 202 。 

Progressions 序级， 8,81 以后。 
Propositions 命题， 155; analytic 
分析的， 204 ； elementary 基本的， 
賊 

Pythagoras 毕达哥拉斯， 4,67 。 

Quantity 量， 97,195 。 

Ratios 分数， 64,71 ， 84,133 。 
Rciucibility，axiom of 还原公理， 

191 0 

Referent 关系者 ,48 。 

Relation numbers 关系数， 56 以后。 
Relations, asymmetrical 关系，非对 
称的， 31 ， 42; connected 连通的， 
32; many-one 多一 、 15 ； one-many 
一 - 多， 15, 45 ； one-one — - 一 % 15, 

47, 79; reflexive 自反的， 16; serial 
序列的 ， 34; similar 相似， 52 以后 ; 
squares of 关系的平方， 32; symmet¬ 
rical 对称的，〗 6, 44; transitive 传 

递的 16, 32 。 

Relatum 被关系若， 48 。 
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Representatives 代表， 1 20。 

Rigour 严格，144。 

Royce 罗伊斯 ，80 

Section, Dedekindian, 部，戴德趙的， 
69 以后； ultimate 基本的，111。 

Segments 节，72,98。 

Selections 选择， 117 以后。 

Sequent 后项， 98 n 

Series 序列 29 以后； closed 封闭的， 
103; compact 紧致的，66，93,100; 
condensed in itself 内在凝聚的， 
102； Dedekindian 戴德铿的，71， 
73，101; generation of 的产生，41; 
infinite 无穷，89 以后； Perfect 完 
全的，102,103; Well-ordered 良序 
的，92,123。 

Sheffer 舍弗尔，148。 

Similarity，of classes 相似性，类的， 
15 以后； of relations 关系的，52 
以后，83。 

Some 有的，158以后。 

Space 空间，61，86,140。 

Structure 结构，60以后。 

Sub-classes 子类，84以后。 

Subjects 主词，142。 

Subtraction 减法，87。 


Successor of a number 一数的后 
继,23,35。 

Syllogism 三段论，197。 

* 

Tautology 同语反复，203,205。 

The 那个，167,172以后。 

Time 时间，61，86,140。 
Truth-function 真值函项，147。 

Truth-value 真假值，146。 

4 

Types, logical 类型，逻辑的，53, 135 
以后，185,188。 

Unreality 不实在，168。 

Value of a function 一个函数的值， 
47,108。 

Variables 变元 > 变项，10,161，199。 
Veblen 韦布伦，58。 

Verbs 动词，141。 

Weierstrass 维尔斯特拉斯，97,107。 
Wells, R G. 韦尔斯，114。 
Whitehead 怀特黑， 64,76，107，119 o 
Wittgenstein 维特根斯坦，205注。 

Zermelo 崔檢罗，123,129。 

Zero 零，65。 
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